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”第 一 章 引 随 
设 叉 ,YY y 是 两 个 缴 式 连通 的 豪 斯 道夫 Causdorff) 空间 ， 寺 且 
”考虑 映 筷 到 Y 的 上 映 象 ( 序 连 续 变 换 )。 如 果 存 在 一 个 映 象 P :和 Xx 
_XT 一 了 ,其 中 工 是 单位 区 间 0 <t<l, 使 得 对 于 所 有 的 x&X | 
有 F(x， 0) 二 有 (x), F(x, 1) 二 (x), 则 我 们 这 有 ,有 :及 一 了 是 
同 伦 的 . 这 也 可 用 另 一 种 说 法 来 同样 地 表示 ，. 郎 存在 一 个 连续 喘 
象 族 fi : 久 一 了 ,不 过 应 恋 注 意 这 时 的 连续 性 是 同时 对 于 EX 和 
z€ 了 的 , 妇 果 轧 辣 伦 于 万 ， 我 们 写作 加 一 户 : X— YY, 或 在 不 至 
引起 误会 的 地 方 , 就 只 写作 如 ~ 到， 
假定 在 名 和 下， 其 一 个 子 集 X。CX 映 入 y, CY. ”这 时 我 
们 写作 hos: X， Xo— Y , Yo, 如 时 要 求 对 于 为 到 态 的 变形 ， Xo 
的 象 始 移 包含 在 Yo 内 ， 我 们 便 狗 来 了 同 伦 。 车 为 是 在 这 样 的 变形 
下 同 从 于 fs 就 各 作 
: h~fhi: X, Xo Y, Yo, 
我 们 可 以 考虑 这 种 同 伦 , 在 区 样 的 同 伦 下 ， 区 的 某 一 个 子 集 的 象 对 
它 的 各 点 保持 不 动 ， 如 果 有 ,有 :及 一 了 , 关 且 对 于 某 一 个 Xo CX 
有 ? fo| Xo = 所 | Xo， 假如 存在 一 个 映 象 : X XI 一 Y， 使 得 
F (x 0) = fo (x), F(x, 1) = 有 (x), rEX; Fro = Cx0) > 


xo€ Xu tz EI， 我 们 就 把 它 记 作 如 ~ 有 :XX 一 YY, rel 1 Xo» 或 稍 申 地 


记 作 成 一 态 : Tel Xo. . 、 多 
现在 来 证 明 - 一 个 构造 束 午 男 数 的 基本 引 理 .， 
。 引 理 11。 识 空 阐 XX 是 两 个 并 于 溉 间 4. 与 B 的 并 集 . 芭 
关公 一 了 8 : 刀 一 了 这 两 个 英 稍 使 得 
‘14 NN 了 一 g| 24 NN B. 


. 1) 所 号 fxo; 其 中 了 是 一 个 X->Y 的 映 条 此 xo CX 者 即 由 天 (xzo) 一 了 (xzo)， 
‘xoE Xo, 葵 定 的 映 象 了 : Xo ~> 了. 我 们 称 f1Xo 是 f 对 Xo 的 约束 了 映 象 。 


Sp 1”» 


实时 由 用 4 一 为 用 一 上 所 四 的 区 各 4- 是 
的 . : : 
| 发 是 了 的 任意 一 个 于 人 这 时 显然 有 
pF) = fF) U gi(F). 
由 于 f 是 建筑 的 , f-!(F) 在 4 内 是 末 的 , 但 4 在 六 内 是 出 的 ,所 以 
”1(F) 在 XX 内 是 并 的 . 同样 , 1(F) 在 六 内 也 是 于 的 ,于 是 h-1(F) 
”是 X 中 的 阴 集 ,因而 4 是 连续 的 . | 
定理 1.2. 关 傈 - 1 , 
人 一， 加 一 和 :和 一 了 Yo， 
.fo~fi: XY, rd NXo. : 
的 每 一 个 痢 是 等 价 关 保 . z 
这 些 关 系 显然 是 对 称 的 和 自 反 的 。 我 们 来 起 明 传递 性 ， 屋 
f ~f :XY, ff: XY., 这 时 有 疡 : XXT 一 了 ， F,: Xx 
I 一 了 , 使 得 : z 
FiCx, 0) = fx), Filx, 1) = F(x, 0) = f(x), 
Flx, 1) = 了 (x). 本 1 
定义 下 : 歼 XI->Y 了 为 : ， 


FASR2), JE 


~ F(x, 2 — 1), pi 


四 由 下 更 1, 是 连续 的 ,而 它 显然 是 了 与 六 阿 的 一 个 同 从 
叱 乔 ， 如 果 Fi 和 FF 是 约束 的, 那 未 FF 也 同样 是 鸭 束 的 ， 
定理 1.2 使 我 们 可 以 净 X 到 Y 的 映 象 ， 或 X 到 Y 的 约束 映 象 
分 成 一 些 同 伦 类 ， 同 伦 论 的 中 心 问题 就 是 用 以 及 Y 的 拓扑 不 变 
量 5 来 表 出 由 和 到 Y 的 映 象 所 分 成 的 同 伦 类 前 集合 的 性 质 . 
设 : X 一 YY 是 一 个 使 得 f(X) 成 为 了 中 的 一 个 点 的 映 象 . 这 
时 我 们 称 是 一 个 常 什 映 象 ， 由 于 Y 是 驱 式 连通 的 ， 任 意 两 个 党 
值 映 象 都 是 同 伦 的 ; 医 因此 可 以 归 入 一 个 常 值 映 象 类 : 
1) 裔 ,X'， Y 分 别 同 胚 于 XX， Y, 则 也 条 XX 六 的 国 从 类 显然 可 以 全 一 一 对 应 于 


\ 映 象 >Y 的 园 伦 类 . 
全 2 本 


2 反 


”定理 1.3， 设 本 是 号 一 个 兴 体 这 (一 个 与 瓜 耻 妆 蛙 入 衬 间 


i 的 球 的 内 部 和 过 界 的 同 压 像 ). 和 E" 入 YY 的 页 象 痢 同 伦 
”于 常 信 器 象 . 


设 志 被 取 作 是 x 灯 空 间 内 中 心 在 原点 的 单位 实心 球 . 这 时 
EF 内 的 任意 一 个 点 可 以 帮 成 Ax, 其 中 x6ES” ， Se 是 Br 的 面 , 且 
0 志 4 志 1, 定义 F: 了 X 了 一 y 是 F (Xx， z) =f((1C— 2) 4x), 
其 中 了 : 2 一 了 是 任意 的 映 象 . 于 是 F(x,0) = (x 且 
F(Xx, 1) 二 fC(0)， 其 由 0 就 是 原点 ; 日 然 ， 这 里 我 们 所 要 用 到 的 
最 重要 的 事实 是 : E” 本 身 可 以 缩 成 一 点 . 

为 了 说 明 上 面 这 一 定理 井 不 是 空 的 ， 这 里 我 们 指出 加 周到 忆 


本 身 的 屋 等 映 象 就 不 同 伦 于 常 储 映 象 吉 实 上 ， 存 在 着 轿 周 到 它 


自身 的 可 数 无 窍 多 个 映 象 类 ?。 : 

设 f:X 一 了 ，g:Y 五 义 使 得 gf: KX, fe: X->Y 都 与 适当 ， 
的 恢 等 映 每 同 伦 . 这 时 我 们 就 瑶 X 和 了 具有 相同 的 同 伦 型 ， 芽 且 
称 了 与 是 同 伦 等 价 ， g( 月 是 jg) 的 同 伦 道 , 我 们 把 任意 区 一 个 奖 


_ 知 到 它 自身 的 恒 等 映 和 象 记 作 1 ， 因此 就 有 sf ~~1, fg ~~1. 如 果 
X 和 Y 关 有 相同 的 同 伦 型 ,我 们 就 忆 作 X 一 Y。 


定理 1.4. 关 像 和 一 Y 是 一 个 等 价 关 傈 ， 
这 一 个 关 采 显然 是 对 称 的 和 自 反 的 .为 了 证 明 传 递 性 《 且 为 
了 同 伦 论 中 以 后 的 某 些 部 分 ) ,我 们 需要 下 面 的 引 理 : 
I 理 1.5。 稚 有 ~ 有:iXY， giY 一 WW，h:Z 一 XX 这 时 
有 gh~e:X>W, fp~AZTY, | 。 
设 f;XXIY 了 是 有 与 及 锐 的 一 个 后 伦 。 这 时 gF:X xX 
Xx I 一 W 是 gh 与 gh 则 的 一 个 同 伦 ; 且 由 F*(z,t) 二 F(4(x), 彤 ， 
z 《ZtE1I; 所 葵 出 的 F*: Z X I 一 Y 是 有 hh 与 及 bh 辣 的 一 个 同 
从 : 


1) 一 个 彻 等 的 就 明 ,可 以 天 看 M. H. A. Newman: Topology of .Plane Sets, 第 

二 版 (1951, 便桥 六 学 出 版 ) 第 七 章 。 其 中 站 明了 ， 如 果 0 是 2 稚 欧 几 里 得 空间 

本 的 原点 ， 则 友 -0 内 的 两 条 通 纺 当 而 且 只 当 0 对 于 它们 每 一 个 的 阶 相 局 时 
是 同 伦 的 ,这 里 的 芥 (“ 往 0 的 周 数 ?7 能 够 取 任意 的 整数 值 。 


和 


.现在 再 来 证 明定 理 ， 设 f :XX 一 Y，g:Y 一 X 使 得 gf 一 
1:X>X, fe ~1:; YY; 且 设 : zx :了 一 Zi :2Z 一 了 使 得 oz 一 
一 1 : YY, uw~l: ZZ2. 考虑 映 银 wf: X— ZZ, gviZ—Y RR ， 


由 引 理 ， 因 zx 一 工 : Y 一 了 ,得 gu~g: Y 一 入 。 且 gouf ~ gf: 
一 XX. 但 是 gf ~ 1: X— 太 ， 因而 由 定理 1.2, gvwf~1: XX 并 


类 假 地 , wfgvz 一 上 一 TI:2Z 一 Z. 于 是 可是 X 到 Z 的 一 个 同 从 7 


等 价 ,而 gz 是 的 一 个 同 伦 逆 . 


显然, 同 胚 空间 具有 相同 的 同 伦 型 ， 因而 作为 一 个 直接 结果 ， 
同 伦 型 指 不 变量 是 同 胚 的 不 变量 .但 是 和 一 配 , Y 二 yo (一 个 单 


独 的 点 ) 的 例子 示 明 :两 个 空间 具有 和 相同 的 同 伦 型 却 并 不 就 是 同 肛 


的 .在 同 众 迎 的 不 变量 中 有 连 乱 同调 草 2 和 同 伦 替 ,后 者 是 下 一 章 . 


的 主题 。 


各 


”了 DD 这 里 原文 是 singular homology groups, 月 名作 奇 异同 调 众 的 ,“ 今 依 科学 出 版 


下 的 数学 名 向 " 仍 浊 作 吉 入 同 六 符 


4 


次 者 注 ， 


[ 重 。 


庆生 


第 二 对 同 做 替 
1 赵 对 同 伦 披 的 定义 。 设 了" 是 由 点 (zs 2 ，0 之 
< <1,i =1,2;.……，# 所 租 咸 的 欧 几 里 得 * 准 方 体 、 为 方便 
起 兄 ，7” 扇 作 是 嵌 和 在 希 尔 伯 股 袜 间 中 ， 因 外 严格 地 衣 ， 中 点 


的 坐标 是 (41，… ，ao 0，……) 这样 一 来 ; 对 于 m < ww， 普 就 全 


同 于 7? 的 某 一 个 特殊 的 面 。 此 外 ， 在 不 致 于 引起 误会 的 地 方 ， 我 

们 就 略 去 这 一 串 0. 7? 的 边界 写作 站 , 它 是 由 71” 中 ， 至 少 有 一 个 

i 使 得 二 0 或 1 的 所 有 的 点 组 成 ， 加 
现在 设 是 一 个 统 式 带 通 的 豪 斯 道 大 空间 ,并 且 设 y。€ . 假 

设 f,g :I 一 了 使 得 jf (1, t,t 志 ) 二 gg (0, 和 并 且 

定义 4: 7 -> Y 为 


Y , | | . 1 
有 Ca， ty“*"y tn) = f(24, ft27> "*"y tn) ， 0 委 三 委 了 
1 
一 SC2 一 1， 2 了 


. 于 是 是 连续 的 ， ,我们 写作 太一 了 十 已 


现在 假定 f, g 把 ?都 映 成 yo， 并 且 设 -M。， 《Y, 入) 代表 映 象 


I",1* 一 了 ,yo 的 总 休 . 如 此 ,上 炭 f 十 g 有 定义 ,并 且 属 于 M,(Y ,yo). 


设 xs(Y， y0) 代表 映 象 I”, PY, Yo 的 总 体 ， 并 且 设 [1 是 7 


[二 只 依赖 于 [月 和 [eg 假定 f ~ 了 yg 和 ~g :I ,jr Yo, 


朗 存 在 -F, G:I? X T 一 了 ,yo 县 F(x,0) 二 fx), F(xsD=f Ce), 


G(x, 0) 二 g(x)， G(x, 1) 二 g(x), x€1?， 可 以 同样 地 定义 一 个 
HH 二 Ft+oG, 它 是 一 个 映 象 :I”* X 1， I? x1Ii—Y, yo。 显然 ,其 个 
H 是 f 十 g 和 了 十 8g 并 的 一 个 同 伦 。 从 而 Ma(Y, yo) 中 引进 的 加 


法 导出 了 mm(Y， yo) 中 的 一 个 加 法 。 


tf ,i . ” 四 瑟 沁 


。 当然 , zs《Y, yo0) 中 所 定义 的 加 法 ,并 不 只 是 由 Ms(Y。yo) 中 的 
”特殊 加 法 永志 述 ， 为 了 将 求 应 用 的 方便 ， 我 们 输出 下 面 更 一 般 的 
”描述 ,1 


如 好 是 7 的 子 方 体 ， 自 泛 RS 
所 组 成 ;其 中 0 志 之 pi 和 1,i 二 1,2,-.…, 放 , 
”Bj 理 1.1. 疮 定 7E Ma(Y, yo)， 则 穴 在 f EM(Y, yo)， 使 得 
ft Ej] EFT 1) = yo. 
设 太 《Mn(Y, yo) 洽 定 为 
f(a -2) 一 


1 一 人 。 — A.t 
1 人 
如 果 对 于 所 有 的 i 有 1 声 <1—- -pn p33 


一 yo， 如 果 不 然 的 话 . 


这 就 得 到 轴 一 刀 和 并 且 除 非 对 于 所 有 ; i 都 有 7 魏 志 < 魏 记 虽 
万 (2 加) 一 y0。 命 请 三 大 我 们 说 映 象 1 二 由 把 /3 聚 建 在 17 
上 得 到 的 . 


I? 的 “左边 ”这 也 就 是 如 :如 果 I? 如 上 面 所 用 ,而 丈 由 对 扫 二 挟 
[< 一 1 2,，*…… ,7 所 给 定 ， | po 入 1。 于 是 有 一 个 映 雏 及 蕊 


Ma《Y, yo)， 由 |I? 二 了， 了 2 二 g， (x) 二 yo 所 答 内 ,和 如果 


x€I"—(I?UIz)., 


引 理 1.2. RE[} + g]. 
1 


首先 当 17 ,并 分 别 是 由 0 二 < ,F<n< <1 所 确定 的 


2 


牢 方 体 时 ,来 诈 明 这 个 引 理 . ek 引 理 1.1 所 构造 的 特殊 的 
聚 建 映 象 ， 我 们 看 出 二 十 g. 现在 说 fi, eof 分 别 是 jg 在 好 ， . 


I? 上 的 聚 建 喘 象 。 这 就 有 矿 E [有 ], gi1 《1g]， 定 义 甩 EMa(Y， yo) 


~ 6 » 


现在 咒 放 g€M, (Y, yo ， 知 且 设 了 ， a 人 分别 把 f,g 襄 建 在 
” 子 方 体 了 ,13 上 机 假定 了? 和 了 2 的 内 部 不 相交 ， 并 且 好 位 于 


入 


本 


上 


站 


为 filzi, {2, "… tn) 一 fi (Fa ts "9 tn 3 莽 且 类 伏地 定义 Ei. 


于 是 天, gi 为 引 理 1.1 所 给 出 的 人 , g 的 聚 建 喘 梨 因此 ， 如 果 和 
由 大 | 77 二 开刀 | 12 二 g! 所 # 合 定 ， 我 们 束 有 Ri 一 万 士 gl 天 且 
有 A€[f] = [f], gi€lgi] 二 [g]， 即 妨 €[f 二 g]。 这 就 让 明了 这 
一 特殊 情形 下 的 引 理 。 
现在 回 到 普 源 情 形 , 不 失 一 般 性 ,假定 器 二; 如 果 证 << 刀 


并 且 了 把 了 聚 建 在 好 上 , 那 末 进一步 由 用 入 代 赫 mm 了 就 把 7 聚 


建 到 一 个 较 大 的 子 方 体 ? 上 。 于 是 可 以 假定 由 二 为 。 而 且 不 仅 好 


”此 ,我 们 还 可 以 同样 地 假定 如 = 0, jn 二 1， 和 九 一 4 一 0， 应 一 
三 训 二 1, 1 天 1， 现在 定义 oo :TT 为 : 


Ge(z1) = n(1 十 s(2p —D), z 0&a < 上 上 ， 


tw 


=1— (spo), 地 必 A < 1， 
这 里 的 p= m= XM. z 部 Gj 是 一 个 也 的 ， rdl ii 的 形变 ， 写 把 C0,1) 
变形 成 《0， 失 ， 而 ( 十 ,1) 戌 《ps 1?。 定义 3:TP, 关 一 ,了 ?为 
Or(t1, ft2»“*"*y £3) 一 (Gi(t1)，, zz ts) 
朗 有 而 一 1, KG1€ [Rl, fo1€{f] = [1 和 gele]l= [el. 现 
在 #5: 把 了 聚 建 在 牢 方 体 0 宝 羡 私 六 上 ， 而 # 歼 把? 聚 建 在 第 方 


体 志 < <1. 卡 ， 另 一 方面 ， fd 由 


AG 全 方 休 or<a< 二 = 和 #5( 守 方 体 十 <a<1)=s5 


所 答 定 ， 因 而 ， 由 特殊 情形 ， R91€ [f+ el; 但 是 Rd1€[%]， 所 以 . 
REIf 十 -8]。 


1) 应 同时 注意 到 ,在 这 一 步 辟 下 , 映 条 大 的 定义 不 受 影响 . 


| 理 13。 [fo] foal 


由 于 卫 与 圆 盘 同 胚 ,我 人 可 以 定义 一 个 了 到 的 ， 杷 过 1 180° 的 施 


和 这 个 旋 生 
yp PRP 四 
同 从 于 乙 等 映 象 , 并 且 使 得 a<< 二 和 刀 之 十 人 : 
定义 p:T， 1*—> I*, 因为 
plt1, 22， 833》““"”“”》 tn) = Cp (a, t2) ， 133?“” ”3 , > 1, 


了 是 p~1. 届 了 是 聚 建 在 守 方 体 o<a< 工 上 , = 聚 奸 在 入 


方 体 0 委 为 她， 而 衬 方 体 开 < < 1 为 表 . 因此 ， 1 


加 R|IR 9 我 们 就 有 [f+ g] 和 
RplI? = gp, kp|Is = fo. 于 是 Rp Elgp + fpl, 由 于 p~1， 这 
就 得 到 kp€E[f 十 gj 和 gp 十 fp€lg+f]， 


定理 1.4. 全体 同 从 类 所 成 的 集合 xa(Y， yo) 在 上 述 的 加 法 


运算 下 作成 一 个 对 当 > > 1 时 ,这 个 零 是 交换 的 . 


(GD 右 零 元 的 存在 识 & 是 常 值 映 象 ，gCIm 二 pp; 设 a€E 
(了 ， y) 且 设 fE ex 聚 建 在 77 上 .. 于 是 由 RII2 二 f， 天 | 7 一 所 加 


确定 的 映 象 也 就 是 f, 所 以 a 十 [gj] 二 w。 我 们 写作 [g] 二 0. 


(ii) 碳 逆 元 的 存在 “ 融 vcE ro(Y， yo) 由 fE Mo(Y， yo) 代表 . 


定义 (一 @) 为 ,由 映 象 wi aa to) 一 f(T 一 ts zzo "ty) 所 


狂 出 的 ,所 在 的 同 伦 类 .显然 ， (一 D 只 依 粗 于 a 于 是 et 《一 | 


束 由 下 面 所 和 给 定 的 K€ Ma(Y , y0): 


klas t29 加) = f241, ts ,0)， : 0 <1 


1. 
、， = f(2 2, 2 zo) » ri 


< < 工 上 (我 们 不 必 写 出 fg)。 因 此 jp 便 聚 建 在 后方 体 


1 
-2 
到 过 << 1 上 ，gp 聚 建 在 生 方 休 0 < < 二 上 . 我 们 约定 称 个 : 


入 起 


所 代表 。 
”现在 定义 g:€ Ma《Y, yo) 为 “ 本 
Bilt1s tz ***S tn) -一 f(2(1 一 人 五， £72, ‘ ， ta) > ny 


一 fC2(1- ~ £) (1 ™ £1) ， f2» * …， to) TSn<l. 


于 是 多 = 和 (7) = yo 所 以 a 十 (一 &) 一 0. 
(iii) 结合 性 裔 a,B,Y Exs(Y, 90), ff 8,8 分 别 代表 BY 
”并且 各自 聚 建 在 0 < a<T, En<2, <a<l 上 . 
”由 引 理 1.2 得 到 :在 第 一 个 子 方 休 上 与 和 相合 ;第 二 个 上 与 8 相合 ; 

第 三 个 上 与 4 相合 的 映 沼 ， 同时 地 代表 了 (a + B) 十 y 和 a 十 
+ (B+ 7). 

(iv) 交换 省 x >1， 这 正 是 引 理 工 3， 
全 re(Y，y0) 是 作 Y mod yo 的 # 蕉 ( 稻 对 ) 同 伦 获 . 如 果 

> 一 1，  ， 宅 就 是 以 yo 为 端点 的 迎 线 上 的 了 的 基本 替 ， 

2. 同 伦 看 的 交替 描述 . 主 我 们 选 好 一 个 固定 的 ，I? 到 好 十 
二 < 1 所 定义 的 标准 #* 杂 体 素 Er 上 的 拓 提 映 象 , BE” 的 边 
“和 界 是 条 欧 几 里 得 空间 中 的 , 博 避 十 … 十 三 二 1 所 定义 的 (n 一 1) 


”“ 杂 球 5"!， 用 这 一 已 狂 的 , I”, 1 HE se 上 的 拓扑 映 象 。 我 们 


可 以 在 xs《Y, yo) 的 元 素 和 映 象 Bi 3 一 一 了 了 > 3 的 同 伦 类 间 ,建立 

一 个 一 一 对 应 . ， 
类 伏地 ， 如 果 册 xn+i > 0 所 给 定 的 EY 和 由 x xl < 过 0 所 答 定 的 

分 别 是 (x 十 1) 杂 空 间 中 单位 #* 维 球 57 的 北 、 南 守 球 , 旧 它们 

中 的 每 一个 是 S“-! 为 边界 的 > 维 体 素 ,而 我 们 可 以 在 xs(Y> yi) 


的 元 素 和 映 象 下 ,So 全 了， 办 (或 映 象 瑟 ，S-- 了 加) 的 同 侈 


”类 间 , 建 立 一 个 二 三 对 应 ,现在 设 po€ 5" 为 点 (1， 0,…, 0)。 
定理 21. 在 ra(Y，yo) 的 元 素 和 也 象 : 四 1 
| So bo Ya : 
的 同 伦 类 于, 可 凡 确 立 一 个 一 一 对 应 ， 和 
_ 由 上 面 的 葵 述 中 , 已 经 有 条 件 在 映 象 好， 5"!>Y 了 , yo 的 同 伦 


雪 . : : . 
: - - _ - ” ， s. 9 和 ” 


上, 这样 前 一 个 一 一 对 应 , 可 以 由 任何 一 个 把 陪 一 5"! 拓 盾 地 映 


类 和 遇 篆 好，S"'->Y , yo 的 同 伦 类 间 ， 发 立 一 个 一 一 对 应 . 事实 。 


成 8 一 的 拓扑 映 象 be: 到，S" 一 ->S*， po 所 答 出 、 对 应 1 一 Jpn，. 


FF po 一 Y3y 导出 同 伦 类 央 的 一 个 对 应 。 如 果 g: 硬 ，3" 了 3 


个 葵 定 了 的 映 象 , 则 gg1: .8"， po 一 了, yo 是 单 值 的 。 因 而 它 
也 就 是 这 秆 的 因为 ,如 果 了 在 Y 内 是 琉 的 , 则 e (CEF) 在 .84 内 是 


于 的 * 所 以 (Cgd5D-LF) = gs(CgrICF7) 在 5* 办 也 是 天 的 95， 由 于 


2 一 (gd ) Ps» 这 就 得 到 : 了 一 jp 导出 一 个 映 象 S$", po™7 了， 加 


的 同 伦 类 到 映 象 
F+， S2 一 一 Y, ya 


的 同 伦 类 上 的 映射 ， .为 了 本 明 效 个 映射 是 1-1 的 ,， 设 f, 了 :ss"， 


po->Y, yo, 工 且 琶 G : B84 X 了 , S”! X 了 一 了 Y，yo, 使 得 

G(x,0) = 1px), Glr, 1) = f ox), x EE 
定义 F:S" XI, PoXI>Y,y 为 F(z,t) = G ($i! (x), 7), 
x€5*，zE€ IT， 于 是 了 是 单 伪 的 并 且 Fx, 0) 二 f(x), P(x;1) 一 
二 了 (x). FF 的 连 炉 性 可 以 如 上 推出 : 只 需 把 g， Pag 5” 蔡 换 为 6， 
Go 3S” X 7T， 其 中 0.: 三 X 工 一 S" XT 由 加 

Oalxs 8) = (pale) sl) xzE 醒 ， 267 

所 狂 出 。 


a 


¥ 


”对 于 各 ,一 一 个 活 当 的 映 杀 是 映 象 /万 其 中 是 旋转 : rCxo…， ， 


X41) 一 《一 Nily 23 9 Cy ED 而 A: 了 +， Sr 3 qo 岂 
8 (xi "a Xnt1) -一 《ex ““ “> HXny ZXatl 一 - 1) 所 答 定 ， 其 中 的 ， 


0 被 选 定 为 使 得 k(x) EC SC FB. 这 里 的 go 是 南极 (0,0,*……， 
一 1)， 而 到 由 Xi 十 ， 1 xntl 之 0 和 葵 乌 ” 在 下 


自然 ,三 是 JI 的 
2 对 于 这 一 个 运 当 的 衣 杀 的 简单 例子 , 警 者 应 南 感 革 牛 受 《〈M. 了 .A. Newman) 


教授。 映 象 ?， 由 定义 ACE*) == go, 而 可 以 扩充 到 ”的 全 部 ， 这 时 不 难看 出 | 


网 从 于 (看 作 一 个 映 条 : Se，B2，4e 六 59，E5,g0) 旬 等 映 银 (这 束 是 所 肯 估 
三 DQ 伐 法 ”)。 : 


站 10 。 


So 


， 一 部内 投 们 将 看 到 。 这 个 一 一 对 应 只 依赖 了 于 拓扑 映 旬 中 的 定 向 

| 类。 事实 上 ， 在 同一 定向 类 中 的 任意 两 个 映 象 to, de: 王 ， Sls 

一 人， 加 是 同 伦 的 . | 
任何 一 个 映 象 g:B4， Se: yos 由 命 g ge) 一 yoy - 便 可 以 


“扩充 为 一 个 映 象 g': 5”， 加 一 Y, yo. 可 以 庄 明 : 对 应 2 一 2 导出 


一 个 与 映 象 相应 的 同 伦 类 之 天 的 一 一 对 应 , 
设 wk xn(Y，yo) 由 一 个 映 象 1€ Ms(Y, yo) 所 代表 , f 聚 建 在 

Te 的 某 一 个 子 方 体 I? 上 . 于 是 个 把 了 丘 护 地 映 成 "po : 
的 欢 楷 ”7 z 。 

四 加 一 So， po 二 

导出 一 个 | zalY, yo) 的 元 素 和 映 象 $7, po— Ys yo 则 的 一 一 对 应 . 

映 象 fg :3S?"， 加 一 YY, yo 将 聚 建 在 Sr 的 菜 一 个 阴 2. 稚 胞 腔 E? 上 ， 

”其 中 g(77). 二 及 ,而 是 了 的 一 个 相应 的 子 方 休 。 再 者 ， 如 果 

fi, hE Ms (Y, yo) 代表 四 ;ozE zn(Y, yo)， 而 五 , 肾 建 于 内 部 不 相 

交 的 子 方 体 I? ,I? 上 ,于 是 he 1 和 三 g+ 将 聚 建 在 5* 上 的 、 内 部 

不 相交 的 维 胞 腔 E?,E? 上 . 如 果 8E Ms(CY，yo) 由 上 lr 一 二， 

二 二，KCx)w 对 其 它 的 XEI* 所 葵 定 ， 则 有 Ea 十 az， 而 


ke!: S", po—>Y ,yo 由 Ag 一 | 五 天 万 g 一 ， Kg 一 | Ez 一 户 ge 一， kg1(x) = 一 yo 


对 其 它 的 x€ 5"， 所 给 定 。 这 获 明 了 : zx。 (Y, yo) 中 的 加 法 导出 了 
” 上映 象 S 名 一 了 ,yo 的 同 伦 类 间 的 -一 个 加 法 . 痊 定 两 个 这 样 的 同 


，。 伦 类 户 》B, 它们 的 代表 是 刻 , 卢 ， 分 别 集 中 在 办 部 不 相交 的 = 维 ， 


胞 腔 如 ,到 上 ,然后 定义 有: 5", po 一 ;yo 为 可 二 有,K| 梧 丰 
= 记 , k(#) 一 对 其 它 的 x€ 5"， 于 是 代表 Bi 十 Bp。 如 果 # 二 1， 
我 们 还 要 求 在 3! 的 已 欠 定 向 中 ,由 基点 出 发 肌 超 在 及 的 前 面 ， 


这 一 个 加 法 运算 使 得 这 一 同 伦 类 的 集合 作成 一 个 至 ; 当 z >i. 


时 , 当 与 xs(Y, yo) 同 构 ; 当 # 二 1 时 ， 依照 & 是 顺 向 的 还 是 反 人 向 的 ， : 
| 同 构 或 反 同 构 于 x(Y， y0). 事实 上 ;对 于 元 来 是 映 象 I? ,TY 7 
”的 同 修 类 ;或 映 象 本 ,3 一 一 了 ,yi 的 同 伦 类 ,或 映 象 8 加 一 了)y。 

”的 同 伦 类 所 成 的 芥 ， 我 们 将 采用 同一 个 符号 mm (Y，yo)， 因 此 


re (Y，3yo) 中 的 一 个 元 来 < 可 以 由 已 粮 的 两 种 类 型 中 的 任 一 个 映 


象 来 代表 .这 一 个 记号 ,如 我 们 所 褒 的 ,将 在 下 一 章 得 冯 了 天明， 在 


那里 指出 了 :在 不 同 性 质 的 映 旬 关中 ， 本 属 上 只 有 一 个 自然 的 一 一 ， 


对 应 . 

对 于 同人 伦 淹 的 交替 描述 ， 可 以 图 看 ， 例如 : G. Ww. Whitehead 。 
Annals of Mathematics, 51, 1950, 192—288; 了 H. C. Whitehead, 
Annals of Mathematics, 42, 1941, 409—28. 

_ 3. 基点 的 作用 ; my(Y, yo) 在 x ( 工 ， 加 ) 上 的 运算 . 我 们 EE 经 
定义 过 一 个 双 x,(Y , yo)， 它 依 赖 于 一 个 整数 #; 划一 个 空间 Y 和 


一 个 点 加 EY， yo 时 作 基 点 。 如 果 # 之 1， 这 个 区 的 运算 写作 加 


法 ; # 一 1, 旭 和 写作 乘法 。 现在 我 们 研究 基点 y。 的 选择 对 这 个 汪 
的 影响 。 我 们 还 要 担 一 下 , Y 是 弧 式 连通 的 ， 

引 理 341. 说 配 是 任意 的 2” 礁 体 素 ;, 边 界 为 So 于 是 即 X 

x 0 US XT 是 本 X 工 的 一 一 个 牙 辖 装 . 四 | 

pp ”我 们 把 Br 取 作为 欧 几 里 得 球体 好 十 … 十， 

| 十 友 委 1， ' 工 把 它 安 置 在 (2 十 1) 维 空 间 中 。 Br 

中 的 点 是 模 < 1 的 向 量 *。 我 们 用 |z| 来 让 向 量 、 


保 核 收 苛 . , 
p: XI 0U sm XI 


就 正 是 R”"* 中 的 点 (0,…**,0 :21 的 投影 ， Ep? 


tt 加 
PD = (2 下 4) ll! 一人 
一 _ [< 一 二. 

=- (3 z o 小 2 


oat -i 显然 ， 五 ” X 0US*™ X 了 凌 实 是 所 x I 的 一 
图 1.“ 5x1 到 令 形 变 收 糖 核 。 现在 说 C 是 在 Y 的 从 yj 到 1 的 
, En XOU Sn-1x1 加 Ty _ 
。 ”上 的 (形变 ) 保 条 路 线 ， 部 个 映 象 C :T 一 Y，C(0) = yo 
 。 核 必 枕 CG) 二 yi。 发 meEra(YZ on 由 户 EMoCY3D 代 


” 琢 , 并 旦 设 ， 
”DD 参看 图 1。 
1 。 


x = (x1, ， 9) 的 模 以 (人 十 - “十 蕊 ). 于 是 


gg: :IXOUIXI>Y 3 
由 g's 0) = cw), x*€I", g(x, ) = C1 Ds sp, 1€1H 
共 定 。， 由 引 理 ,有 一 个 保 核 收 糖 p: 7 x 了 一 I"xo0Ui*xI, 于 
是 gp: "XI>Y 是 g 对 于 I"XI 的 一 一 个 扩张 ， 屋 有 EM 
(Y, yo) 由 提 (x) 一 g plx, 1), x€ET 所 给 定 ,并 和 且 规 oS= {fol EC zn 
(Y , yo0), 设 [C] 为 映 象 C:I,0,1 一 Y , yo> y1 所 在 的 同 耸 类 . 
”定理 3.2. 对 应 a 一 mm 过 出 TeCY， yo) 到 ra Ys ”9 上 的 一 
个 同 构 , 这 个 同 构 只 依 顾 于 [CI]. 
首先 我 们 证 明 : 如果 F: 7” x 7 一 了 是 住 总 一 个 里 和， 使 得 
F(x, 0) = f(x), Xe I*, F(¢, #1) 一 C "(1 一 z) ,XE 1*, z€ I;C’ € | 
fc]， 大 有 万 E M。 (> ， yo) 由 fo (x) 汪 Flx, 1),» x 站 所 葵 定 ， 妈 
{及 ] = a， 我 们 先 来 讲 盟 它 的 一 个 特 萄 情形 , 序 ~ 
3 给 33. 设 FiTIXI>Y 是 
:pf E Ma(Y, yo) | 
之 天 的 一 个 同 伦 ， 使 得 Fx, 2) = 202), *&1", 其 时， XD 是 和 
人 答 通 线 。 于 是 [1] = [f ] € xalY, yo)。 , 
我 们 答 出 一 个 映 象 iT XI Y, 泛 合 于 ， 
pkt，0) = X42), at 1) = pC0, 0) = plyn) = yo. 
借 旷 于 这 个 映 象 yx、 我 们 就 能 把 同 伦 忆 蔡 换 为 M。 (Yi; 30) 中 映 象 
、 十 的 同 伦 ， 钵 上 略 地 襄 , 我 们 是 把 (2 -方形 一 边 上 的 形变 替换 为 
其 余 去 边 上 的 形变 严格 地 来 看 ,定义 
| XIXOUI XIXI>Y 
| 7 (Cx, t» 0) = F(x, 站 zeEr ET, 
F(z, £， z) = p(z, 2), Ye 1”, (#; ETI 
由 引 理 3.1 的 一 个 简易 的 推广 ，I” x TX0U 加 XTXX 是 天 xIX 
x. 了 的 一 个 收 着 核 . 因此 我 们 可 以 扩张 六 成 iI? XTXITx Yo. 
于 是 所 要 求 的 f 与 f 之 并 的 同 伦 是 同 伦 :Fi 十 FF; 十 Fs; 其 中 Fi， 
FFPF33 7 了 


+ 


el3. 


Filx, 1) = j(x, 0, £) | 
FCs) = jx tl1) .VxCr",tEI 
Ftxyp) = jz,1,1-t) ) 

葵 出 。， 这 就 完成 了 下 理 的 证 明 . 
竺 加 到 定理 ， 证 有 :了 ”XX 7 一 了 由 


Ca 站 一 getzs1 一 29， 0< :< 了 ,， 
一 一 FCx， 2 -一 1)， | 了 < fA 1 


欠 册 (这 里 的 & p 就 是 在 定理 前 面 出 现 过 的 那个 , 而 卫 序 紧 接 着 定 。 
理 的 条 文中 所 述 的 ). 于 是 是 ?与 了 则 的 一 个 同 众 , 在 这 一 同 伦 ， 
下 ,了 的 象 点 描 由 CC 人 一， 由 于 CE[c],， CC” 是 “条 零售 届 
” 厂 ,因此 引 理 3.3 可 以 用 作证 明 有 6 [和] 一 ms : 
现在 说 及 CE wm。 这 时 存在 Ma(Y, yo) 中 映 象 间 的 一 个 同 从 F; 
连接 万 与 访 。 同 伦 囊 十 达 堪 接 为 与 矿 ， 面 六 中 的 象 点 描 出 CoC” 3 
其 中 Co 是 (在 点 的 ) 常 值 角 线 ， 由 于 Coc'“E [C], 从 我 们 已 证 
明 过 的 事实 就 有 : ao 只 依赖 于 on 和 [LC]. 我们 称 m 是 w 在 C 下 
的 象 ， 于 是 C* 需 一 个 同 态 , 窒 如 ge MolY, yy) 代表 wm, B1E 
na(Y, yi), 并 且 设 F， Cr 是 广 ， 2&1 的 形变 ， 在 这 一 形变 下 7 的 象 点 
摘出 CC: 由 于  - , : 
Fl1, ty +, to) £) = G0, ts toy ¢) = cti 一 纺 ， 
于 是 媚 一 下 十 G 有 定义 再 者 , HC(x,0) 一 ( 记 十 ecxzETni 
由 如 (x) 一 下 (zx， 1) 所 欠 定 的 有 jo€ M。 (Y, yo) 代表 C™ (a); 由 
go(*) 二 G(x, 1) 所 答 定 的 goE Ma(Y, yo) 代表 C*(B); 而 及 是 、 
(所 十 1) 的 一 个 形变 ， 在 这 一 形变 下 , 如 的 象 点 描 出 C 一 这 时 ， 
由 于 (所 十 gp) 代表 了 a 十 Bis 由 h(x) 三 HCx, 1) 所 答 定 的 hE Ma 
. (Y, y0) 就 代表 C* (a 十 BD). 但 是 ho 一 =- 十 bos 人 ho 全 发 
Ca 4 CPT. | : 
现在 识 C， 是 从 yo 到 y 的 一 条 路 稳 ， 而 C: 是 从 到 的 一 


来 直通 例 ,CxCa 即 联 Ca 汉 cs 所 成 的 路 。 


和 
1 生 
由 , ~ 


条 路 线 . 于 是 CiC2 是 从 Yo 到 2 的 一 条 路 芒 妇 果 fe MCY sp) 
于 是 了 没 C7 又 办 延 CY ! 的 两 个 形变 租 万 了 f 党 CC1C 六 7 的 一 个 
形变 。 因此 ?了 (C1C2)* = GY C7. 特别 ， (C1C)* = (CD)*C*. 
， 现在 C-1C 是 一 条 (在 点 y 的 ) 雾 侈 路 线 ， 所 以 (C1C)* 是 


”xa《 交 yy) 的 量 同 自 同 构 。 类 位 地 ， C*(C-D* 是 zo(Y, yo) 的 司 同 


自 同 构 ， 因此 C*: mt 2 一 a(Y, »”), 这 就 先 成 了 定 再 的 证 
芥 x(Y, y0), rn(Y, 1) - … 互 相同 构 ， 它们 的 宙 人 村 时 作 四 
的 2 纵 同 伦 春 并 记 作 xa(Y). 
: 现在 设 yi1 与 yo 重合 . 这 时 人 上 的 于 路 类 是 my， 久 ) 中 的 元 
素 。 于 是 xri(Y, yo0) 作成 To 人 了: yo) 上 的 一 个 运算 至 。 不 难看 出 ， 


; a(Y， 和) 是 一 个 到 它 自身 上 的 内 自 同 构 , 即 如 果 


” 式 的 . 


a, BEm(Y, y0), 则 Bla) = Bap™. 

如 果 对 于 任意 两 点 y1, ys 和 任意 两 条 从 和 到 六 的 道路 Ci C 

有 CY = Cy， 我 们 就 说 了 是 7- 单 式 的 . 可 以 证 明 : 了 是 m 单 式 
的 ， 当 而 且 只 当 对 于 其 一 个 yo， 1 (Y, yu) 在 Ts (Y, yo) 上 的 作用 
是 平凡 的 。 条 件 的 必要 性 显然 现在 珊 C 是 从 和 到 入 的 一 条 密 ， 
线 ， 于 是 CCIiCY 1C1 是 ZE Yo 上 的 一 条 有 闭路， 因此 如 果 ly, y0) 在 
~ xa, yo) 上 的 作用 是 平凡 的 ， 则 

CCYCYCC CC 一 1:zra(Y，yo) = mlY, yo)。 
因此 cc) = = C*, CH(CH) "=1, Ct = C3 ,而 了 是 


我 们 立 到 看 出 : Y 是 二 单 式 的 ， 当 而 且 只 当 uCY) 是 交换 
的 ; Y 对 于 所 有 7 是 单 式 的 ， 加 果 Y 是 音速 通 的 ( 即 如 果 m(Y) = 一 
.一 0)。 ， 
如 果 存 在 一 个 顺 向 的 拓扑 , 虹 象 ， £* :Sr， po 一 :3 ? po， 使 得 f= 一 8g， 
让 我 们 狗 定 ， 把 x (CY, yo) 中 由 瞎 银 SS”; po 一 了 Y， 30 .和 :3 ， 


1) 这 正 是 我 个 宁 顾 用 C- 而 不 用 C 的 理由 . 如 果 我 人 用 f EMs (Y, Yo) 的 形变 定 
义 了 运算 C” ,在 这 一 形变 下 lis 的 象 点 描 出 C1, 我 我 们 翩 有 《CaCa)* = = CC 和 而 
- 且 旭 (了 Y:3yo] 反 武 示 为 Tn(Y,y0) 上 的 一 个 运算 浴 。 , ~ 


ss :15 。 


ks 


1 。 16 。 . 


"i 


ps 一 Yy yo 所 导出 的 元 索 层 同 看 待 ， 有 了 这 个 绝 定 (关于 它 , 将 于 
第 三 章 因 答 以 膏 朋 ); 我 们 就 可 以 将 zx- 单 式 这 一 有 用 的 吻合 表示 | 
成 下 面 的 定理 、 . i 
定理 3.4.” 如 果 六 是 日 式 的 ,对 于 年 个 mEY， 一 个 区 条 
f: S* 一 Y 决定 唯一 的 一 个 忆 (Y， 加 ) 中 的 元 素 . 
发 Hz 一 yb mrES EY 了 。 于 是 了 决定 xo(Y, y1) 的 一 个 
元 素 , 因 而 也 就 决定 xx(Y, yo) 的 一 个 元 素 . 假定 帮 za) 一 ys 这 时 


”存在 8" 的 一 个 旋转 , 命 为 p, 把 x, 变 到 x4， 于 是 当 : 5*, 和 一 了 ， 


y1 代表 ol ra(YY, y1), 就 有 (出 狗 定 ) fp: S"; x2 一 ,yr 在 ff 下， 
3" 的 全 体 旋转 的 象 是 的 一 个 同 伦 ， 在 这 一 同 伦 下 ，zxz 的 象 点 党 
著 一 条 路 线 C- 从 和 移动 到 y。 因 此 ,如 果 fi: 5, 和 一 YY 7 人 代 
表 ww Ex, (Y , y2), oa 二 C* (oz), 旧 由 了 所 决定 的 fk， Yo) 的 元 


` 来 不 依赖 于 s* 内 的 基点 的 选择 ， 


作为 本 章 的 结束 ， 我 们 姓 明 下 面 的 定理 ， 给 出 了 同和 于 的 拓 
并 意义 ， | 
定理 3.5. 同化 时 是 同 伦理 的 不 变量 ， 

我 们 先 陈 述 一 个 基本 引 理 。 三 明 实 睹 上 是 匀 和 的， 这 里 
仅仅 答 以 构 略 的 窒 襄 ， : z 
引 理 3.6. 任意 一 个 联 象 f:X， 了， 加 导出 一 不同 大 
:xo(X, ro) > xn(Y, yoy, 如 采 有， :2 了， yo 一 民 ， 0 期 (gf)*=g + 
设 a€x (和 ， Xo) 由 A: 717°, 7 一 到， xo 代 裘 。 定义 Ca) 为 、 


xm(Y，%) 的 元 素 , 由 4:1"， i*~—Y, 代表. 于 是 有 , f* 只 依赖 


于 a, 宅 是 一 个 同 态 并 . 上 且 有 (gf 一 ef. . 它们 的 让 明 是 初等 的 、 
我 们 留 答 读者 . : 


现在 我 们 回 到 定理 上来. 设 XX， Y 是 具有 相同 的 同 从 型 的 两 


个 答 间 . 序 有 f:XX 一 了 ,g: Y 了 一 X 两 个 上 映 象 ， 使 得 gj~1: :XX 

fe~1l:Y—Y. 设 f(xo) = yo, gly0) = x1, f(x1) = yr 于 是 上 

导出 站 
f*: ra Ky x0) 一 ra Ys y0) PEE: ma( 和 xD — rlY, y1), 

而 8 导出 g*: zo(Y, 0) 一 .rn(X，xz0。 瑟 wxEze(Xxo) 由: 7 


~ x， % 代 表 0 由 于 


gf ~1: XX, gfh~ hI X, 


此 外， 在 这 一 同 伦 下 , i* 的 条 点 描 角 一 条 从 思 到 的 路 戈 。 于是。 ，. 
(gD* 或 gj 是 xs(XX， xo) 汉 j xa(X, x1) 上 的 一 个 间 构 、. 类似 地 ， 、 ， 


六 水 是 ma(Y， yo) 汉 [ rs (Y , y1) 上 的 一 个 同 构 … 从 这 两 个 事实 ， . 


4 - 


-就 有 所 是 mi(Y, yo) 到 zo (X, xD 上 的 一 个 同 态 ， 而 且 是 -一 个 出 


构 . 于 是 gp: mn (人 了 ， yo) ~ rn K, KL), 因而 X 与 了 的 同 从 于 是 同 
[注意 . 这 一 革 的 所 有 内 容 ， 可 以 通过 庙 条 9 po Y, 了 0 而 


翁 部 地 “ 重 写 "。 在 这 一 注释 下 网 过 算 子 的 定 多 以 及 和 这 此 定理 的 
证 明 的 “解释 ”, 就 留 答 衣 者 了 .] ， : 


4. 相对 辐 伦 四， 发 Yo 是 了 中层 式 连 通 的 一 个 且 子 实 且 ， 并 


和 且 设 yo& Yo. 现在 I" 是 ?的 面 ,由 % = 0 粉 出 ; 设 -! 是 7 中 站 


其 余 (n 一 了) 私 面 的 井 集 ， 并 且 考 虑 映 象 f: 7*, Tt Je 一 了 


_ Yo， yo。 我 们 把 这 些 轴 象 交 痊 体 叶 做 Ma(Y、Yo, yo)， 而 把 它们 的 


同 伦 类 的 总 体 叫 作 xa(Y， Yos yo)， 现 在 设 f, gE€ Ma(Ys yo yq) 并 
且 设 人 > 2。 于 是 fig 有 定义 并 且 是 在 Ma(Y, Yo, yo) 内 . 正如 本 
车 § 1 由 那样 ， 我 们 看 出 Ma(Y, Yo, yo) 中 的 加 法 ， 导出 znY, Yo, yo) 


, 中 的 一 个 加 法 . 我 个 将 证 明 ， 在 这 一 个 加 法 下 ， rn(Y, Yo, yo) 是 - 
. 一 个 又 ， 如 果 * 之 3 , 它 还 是 交换 的 ， 应 肪 注意 到 ， 如 果 Y 二 = yo， 这 
个 相对 同 伦 圭 ra(¥, Yo, yo) 就 还 原 为 邦 对 同 侈 圭 ra ¥ > yo). 


般 ， 我 们 不 能 反 rn(Y Yao， yo) 构造 成 一 个 芥 ， 不 过 对 集合 mY, 


Yo 洲 ) 的 研究 ,有 时 候 表明 是 有 用 的 . 设 I? 是 的 子 方 体 ,由 点 


(£1, to) 组 成 ， 其 中 心 委 二 委 应 计 一 1 2Z，，…，。 1 0 


过 < 克 、 在 这 一 节 内 ,我 们 只 考 不 这 样 的 子 方 体 ， 帘 [有 代表 
. raCY, 了 05 yo) 中 含有 了 映 象 fj6 Ma(Y, Yo， yo) 的 同 伦 类 . | 


”下 理 4.1.。 奏 定 6 Mo(Y，Yo， ?0)， 存在 了 E [有 使 得 瑚 CP 一 


“一 7 ) 寺 yo 


” 诈 明 先 休 与 引 理 1.1 类 做 (注意 一 0)， 
我 们 说 了 是 由 把 了 聚 建 在 I? 上 得 到 的 、 


| 四 
”现在 设 j, gE€M， (Y, y,, y0) ,7 之 2 “我 们 假定 f€ 7; 
ge [sg] 分 别 察 三 在 好， 12,: 上 ， 它们 的 办 部 不 相交 并 且 她 位 于 二 , 
的 左边 我 们 定义 E.MY Yosyyo) 为 : 
| kj 五 一 了 ， KID -MP 一 GUO 一 各 
引 理 42. fk€ [fg]. . z | 
”这 个 证 明 与 引 理 1.2 完全 类 似 . 
引 理 48. [f+'g] = [ge 十 力 ,” > 2. |! 
”由 于 xz> 2， 引 理 1.3 的 证 明 可 以 同样 地 应 用 到 这 里 . 不 过 
应 鼓手 意 :如 果 4 二 2》 p': LD, 产 -一 1, 产 并 不 把 几 变 入 几 ， 因而 - 
也 就 不 能 引出 一 个 所 许可 的 同 伦 ; 除非 是 映 象 1€ Ma(Y , Yo, 县 
有 有 这样 的 一 个 特殊 性 厦 : (71?) 二 yp。 


定理 4.4. 在 这 一 个 加 法 妈 算 下 ,同人 类 的 集合 吉 (Y， Yo) z 


是 一 个 量 (n 之 2 和 如果 汗 2， 宅 是 交换 的 本 
四 1 .这 个 证明 与 定理 1.4 完全 类 似 ， 
池 在 太 可 以 这 样 的 拓扑 地 映射 到 单位 
、 一 实心 球 EF”, 使 得 7" 映射 到 ?上 ， Je 映 


-映射 到 po = (1， 0, -…- 0) EF, 于 是 我 们 


I 、 7’, 1", Xo 一 > Y， Y yo | ， 
加 2. 和 如果 了 “ 寺 满 ? - 的 同 伦 类 和 映 象 也 ， 3 加 一 Y， Yes Yo 的 
”图 形 3, 而 YY 是 它 的 同 做 类 之 天 ， 建立 一 个 一 一 对 应 . 相对 同 伦 


动 界 别 、 ， ，、。” 活 最 初 是 通过 有 映 象 配 , 5" po 一 说， Yo yo 


,72(Y ， Yo) 之 和 mYo) 


ep -来 定义 的 我 们 现在 就 要 用 这 方面 的 术 萎 来 . 
蕊 ,并 且 征 明 这 两 个 定义 等 价 . 作为 准备 ， 我 们 先 证 明 两 个 业 
: 

设 4,: E+4， Se 一 So， 加 定义 如 第 二 章 52， 并 且 贞 


/ 了 参看 图 2. 粗 (Y, Yo) 使 得 mm(Y, Yo) 是 非 交换 的 . 
一 允 如 前 ，E3 和 Es" 是 界定 Er 的 球 3 的 北 个 球 和 南下、 


3 


射 到 Ba 上， 而 点 鸡 一 (0 0，0) ET 


可 以 在 映 象 、 1 四 


A 二 


$s;: S"， 12 —» S$”, po 
由 gr | 到? = $,, psCE2) 二 po 所 定义 ， z 
定理 4.5. 了 对 象 pr 同 耸 于 恒 等 颈 象 ， 社 确 闻 说 一 
~ 1:S", E2, po 5”, Ee spo. / z 
报 们 再 区 取 定 和 一 65 其 中 有 和 
So Sr goflr: Sr, go Sr po 
由 索 义 (B22) 二 go， 我 们 就 把 4 扩张 成 和:5”, E* 一 57, go， 因而 
ps = rh. Ss? 中 的 点 组 对 (x, zw) 代表 ,x€ 5”-!， 一 1 过 xz < 和 1,， 如 . 
果 * 三 (xl :…，xn)， 那 末 x, 1)= x1 Ty xs Vi 一 二. 
”| ha: ST St 
为 四 可 
Ce 0<x<T， 
四 - 加 = (x,u—t— ut), —1<u<0. 
于 是 页 二 1 在 一 到 定义 


ree 3 一 S” 1 


: r(x1 “* "3, so) : 一 (xi V 1 一 : 坟 一 A X23 - zy》 xit 十 
VE. 四 
于 是 mm 一 1 ni 二 7 因而 $s = vir 同 伦 
ri hi: S*—7 5 i | 
,具有 定理 中 所 陈述 的 性 质 ， 因 为 二 


rp 一 Tt 0 * SD -A 0,-.…- ,0; 一 从 二 


半 目 各 果 0 tm, 癌 未 
rhs(xy 1H) = re (x ah) = ‘MI wm toV IB), 
由 于 一 "一 2 一 zx 十 zi 之 z 我们 就 有 _ 
一 > Vi > MT Pas 
所 以 rihr(x zz) €E’. 这 就 完成 了 定理 的 诞 明 . ， 
设 Er ,Ez 是 后 的 于 集 ， 分 别 由 之 0， xo 所 0 答 定 这 时 


tt . , 


19 .。. 


条 4.6. 将 -不同 个 下 E”, $” i Ss™ ', po 
舍得 wlE?) = po. 

”中 的 点 可 以 表示 成 ix 十 (1 一 ps, 0 < 1 过 1，x6ESr-1; 
这 也 就 是 谤 ， 点 各 十 (0 的 坐标 是 Qit1— 一 1;xza， "Axn). 


于 - 旦 0 


Ax + 《1 一 Wpo€ Er (BE ) . 当 x Eg- Bs), 

如 gs = rhs: S™l, Ee ,> po— S$”, E- 一 ，bo。 这 时 gt 由 定义 - 
: grChx 十 4 一 4) po) = Ag(x) + (LI 一 Dp 而 可 以 写成 
gi: E?”, Z2 ， 加 一 五 ， BE? ,po. 

由 于 一 1, 这 就 有 加 一 1; 如 果 ,*€ E21, 则 : 

giChx + (1 — A)po) = hgi(x) + (1 — 4)po = 

二 19。，i(>) + (1:— i)po = Apo 十 (1 一 2)po = po。 
由 于 gs(po) = 如， 同样 地 就 有 gr(po) = po. 这 就 证 町 了 系 4. 6. 我 


“ 们 命 w = g&。 为 了 以 后 的 应 用 应 散 注 意 到 ,实际 上 我 们 起 有 明了， 在 


猎 " 到 说 等 映 条 的 同 伦 中 ,8 始 区 保留 在 本 内 、 

我 们 现在 证 明 : | 加 
”定理 4.7.… 在 喘 旬 T， Te ry, Yy,, yo ,的 同 谷类 和 刁 象 

E”, S™ 2 bo Yo, yo 的 同 众 关 之 间 ， 我 们 可 以 建立 一 一 人 一 对 

应 。 

”事实 上， 我 们 要 在 映 和 Pr， Br Ee"— Y, Yo, yo 的 同 伦 关 
z : Fr， get 加 一 了 Yo， yo _ 加 

的 同 做 类 之 间 建 立 一 个 一 一 对 应 . 设 fiE?, 5S*!, 名 一 六 ， Yu， yoj | 

这 就 有 fo~f: E", S? ， bo Y¥, Te yo， 并 且 fo (E27 )= f(po)= So 

于 是 在 映 象 | 

E", S™ 1 zo 一 > yo, yo 

的 每 一 个 同位 类 中 谣 有 一 个 映 象 


. 1) 注意 : Er N Se: he, Es 站 So- = Er . 


| pw 


站 | = 澡 壮 
- «| ~ 
™ = 一 
2 Bat 二， WH 2 


为 了 指出 上 起 同 侈 美 之 天 欧 释 个 对 应 是 的， 我 们 必须 证 


。 明 : 和 如 果 方 六 -7, B91， Fei 了 yy 加， 昔 且 


类 似 地 ， fo~f :EB", 到 了， El yy, Yo yo， 由 于 oGB2 -= 一 关 ，， - 
同样 有 有 fo ~ fo:Z， Es-, Ee Y, Yo, yo: en . 
| ~f: FE, "B41, Ee-1 YYg, yo, 而 内 理 获 毕 ， 


a 
Wh . " 
了 


. 7 | | ff :E", 3 Po- -YY ， Yo» yo 四 ~ ; 

/ Oe \ 
了 一 六 pr, 本 Esp Y, zw， 3o。 1 i 一 i > i 
-由 于 1: E”, 万 2 一 ly po— E", Ks 这 ， 

~ jo: E22 gr- Ee y, Yo yo 


用 za(Y, Yo go) (看 作 轴 象 世 ， 7 Ii, i i 


: 类 的 集合 ) 的 元 素 和 映 象 . 


-— 1 - . , 
i 了 S™! 3 zo 一 了 ， Yosy yo ™* - 


_ 引 理 4.8. 衣 有: Br", S$" po—Y, yo, yo ACB) 一 各 


HY 


= 1,2 . 于 是 寂 在 一 个 国 从 二 :7 8, ST po Yo Yo ye 县 ， 


FC) 一 yo 

因为 -2 i 
: 让 和 ~ fw ~ fn ~ A: B®, gS YY, Yo yo 
杂 以 引 理 成 立 ， ~ : 


“我 们 贸 痊 荐 者 自 己 去 验证 ， 我 他 解释 ， a 十 B 如 上 泌 屠 和 我 
- 


的 疝 花 贡 之 间 的 一 个 国定 的 :一 -对 应 区 及 si， To ER E 2 
. 欠 定 的 加 法 ,就 可 以 在 -上述 映 象 前 同 耸 类 间 定 义 一 个 加 法 .不 过， 
“ 卖 导 出 一 个 秆 接 的 定义 也 是 很 便利 的 葵 定 同 从 类 a,B, 从 系 4.6 
“过 剂 得 知 , 可 以 选择 1 a, 8 EB 使 得 人 下) 一 g( 加 ) 二 nw. 接著 
-我 个 就 定义 a 十 8 为 包含 这 样 的 胰 象 的 同 伦 类 , 旋 在 到 上 与 大 
”重合 ; 在 本 上 沪 # 重合 。 如 此 定义 的 a 十 B 只 依赖 于 同 伦 类 a,* - 
”BB, 这 是 从 下 面 的 引 理 立刻 就 可 以 知道 的 ， 这 一 个 引 理 的 征明 非常 本 
类似 于 在 证 明定 理 4.7. 中 所 用 到 的 一 个 葵 据 . 


。 简 实 际 上 误 反 映 象 记 ， Sei, po 的， 各 的 同人 类 的 集合 作成 四 


和 


了 一 个 与 原先 所 定义 的 :nu (了 Wo, y0) 同 构 的 全 . 我 们 将 用 同一 


| 本 个 于 号 mm (Y; yw 和 去 代表 由 两 种 方法 中 的 任 一 个 所 定义 的 对， 
i 几 这 一 个 特殊 的 同 伦 ri hi: SS SS 我 们 证 明了 定理 4:7 有 
z 引 理 4.8, 这 些 命题 一 -更 冯 通 的 一 些 命 是 的 特殊 情形 一 -可 以 1 


用 下 面 的 基本 定理 个 明 ; 四 
定理 49，《 同 从 扩张 定理 ) 宙 是 - -不 有 有 展 音 部 复合 形 ， 


工 是 一 个 团子 复合 形 。 设 应 KK 一 六， 站 县 设 gr: 工 一 了 使 得 … ， 


go = folL, 于 是 为 容 许 一 一 个 同 伦 :KK 一 了， 使 得 . 户 工 一 名 


首先 应 献 注 意 ， 引 理 3.1 很 块 地 导出 这 个 定理 的 一 个 特殊 情 : 、 


形 , 邹 当 天 是 一 个 # 维 单纯 形 而 研 是 写 的 边界 时 , 现在 , 对 于 
K—L 的 每 一 个 顶点 定义 产 (c 一 fo(co)， 才 且 由 引 强 3 把 g， 扩 


张 到 一 二 的 1 六 单 炖 形 上 ， 这 一 个 过 程 可 以 有 有 应 用 到 Kk 一 


的 2 维 单 短 形 上 ,如 此 末 续 下 去 ， 直到 g 已 经 扩张 到 整个 天 上 . 
对 上 面前 这 个 证 明 作 一 个 群 帮 的 郑 察 就 知道 系 4， 10 是 正确 
的 .. 1 


~ 条 4310 和 下 人 证 对 于 某 一 个 国手 复 人 天 11,OOY . 


和 和 gL NM)C Yo， 那 末 我 人 可 以 选择 fi 使 得 fi(M) GY 
“定理 4,9 将 应 用 于 以 后 的 章节 ， 号 | 理 4. 8 的 最 初 姓 朋 可 在 上 H. 


£. Whitehead: “On er (PD,, ») and ‘sphere—bundles”, Proc. London i 
Math. Soc.， 48 (1944), B， 281 中 兄 到 ， 这 个 三 明基 于 同 伦 扩 张 定 ;i 


现在 假定 C 是 Yi 中 前 任意 一 打从， yo 到 ， 和 的 路 线 : 给 定 一 个 
映 人 象 fi€. Mn 《了 ， Yo, yD) 代表 at Tn ,(Y, Yo， yo) 我 们 要 示 明 如 
何 象 3 中 那样 可 以 把 有 沿 闭 C7 变形 到 一 个 映 象 刀 E Ms(Y， 

Voy 90). 设 F I! X00U I!XI Yo 由 F(x,0) = 有 x) 


- 2 CE Tar-1; 和 (xy £) = cl1- — 2), x I”, EI 葵 定 。 据 引 理 3.1， 


EF" 可 以 扩张 成 F” :I"-! X I>Y. 定义 F: rxXx0OU 天 XI 了 为 
F(x, 0) = f(x), x€ I’, F 1 X 7 一 一 已 ， 
F(x,2) = C(t), x€J" ,EI.. 


~“. :22 4 . 


雪 


+ 


短 次 地 用 下 理 3 1 我 们 就 把 扩张 皮 F: I* X > 也 于 是 
是 太 的 一 个 同 伦 ， 在 这 一 同 伦 下 , 1"! 保留 在 Yo 中 而 J” 的 象 点 
描 出 C-L. 定义 所 为 x) SE, 工 ) > *€ Tw 我们 看 出 fh€ Ma(Y, 
Yo， 7). 屋 [ 方 ] : 一 四 和 As Y .Yo3 3yo7。 


定理 4. II. 对 应 0 一 om 导 加 ， (了 rm 7 到 mal; 区， 0) -， 


”上 的 一 个 同 榴 ， 六 个 同 相 只 售 占 于 C:7 7， 0， 1 Yo %, + 的 同 他 
和 、 


, 古 明 的 过 程 如 同音 3.2 册 于 政商 个 且 明 非常 类似 ,我 们 只 
答 幅 相当 子 引 理 3.3 的 引 再 的 群 三明 ，- -定理 配 胃 中 的 其 会 部 分 。 
就 直 芒 考 自 己 作 一 些 形式 上 的 变动 。 1 


8] 理 412: 部: rx XY Y; 太 是 VEY 


“Yu， 加 ) 财 的 一 个 同 伦 ， 使 得 20% 2). 一 以 (2， EI, 甘 中 2(2) 是 - - 
eae Ye 和 内). 于 是 [f} 二 [F]Em(7，Yo， 0 


-我 们 给 定 - 一 个 上映 象 p: I X I 一 Yo， 适合 于 


0 = XD), pl 1) =p(0D = pL = 


”定义 六 : I .XIX 0 小 I" x TXI— Yo 为 7"(xyt, 0) = 


二 F(x, ,x€ Te EI, 7 7 (xy £» 30) 三 有 人 a) > zeE7 GD) z 
ET， X 工 了 于是， 由 引 理 3.1 的 一 个 简易 的 推广 ， 六 可 以 扩 张 成 


1: el XIxI™ Yo | 一 

定义 产 : XIXIY 为 _ : i 7 
六 | 72-! XxX I X 了 = 六 (x, zs» 了 = js, », x € I, i. 
关上 定义 产 记 XIX0U 加 X 工 X Te 了 的 7 


-7xIXI= 六 jCx, ty 0) = Flx, 2), xE 1", 1€T. 
“最 后 ， 我 们 再 次 用 引 理 3. 1 而 把 了 扩张 成 广 : TXTXTY- 于 
“是 所 需要 前 与 陪 的 同 伦 是 Ft FE 十 了 F，， 其 中 Fa Fz, Fs: 


TXBPIXEITIXITYIYGNE 

四 Fx, f) 一 x, 0, 2) 了 人 本 i i 
Flxss =i sl) ETE 

ml, *) 二 ix bi 1 . 

给 出 。 ， - 、 


a 


， “这 样 就 完 成 了 | 理 的 征明 这 时 定理 4 名 可 以 完全 关公 
于 定理 3.2 那样 来 证 明 . 
我 们 已 经 看 到 mo(Y， yo， yo) = x CY 本 又 因为 < 是 yo 中 
的 一 条 路 黎 ; -如 果 Yo = yi， 则 上 面 所 描述 过 的 运算 就 没有 意义 . 
因此 上 面 那 个 运算 ， 严格 地 说， 不 能 训 作 是 作用 于 站 对 同 伦 荀 上 的 + 
. | 运算 的 推广 . 另 一 方面 ， 我 们 已 经 有 (名 yo 一 y1) Tr1 (yo， yo) 作为 - 
ra(Yo， yo) 的 运算 革 ， 由 于 Y 中 的 任意 的 一 条 迎 线 自然 也 就 是 Y 
中 的 一 条 泛 线 ， 我 们 同样 地 有 A1 (Yo， y0) 作为 Tn (Y, 0 的 逐 妈 - 
漂 ; 这 一 情形 以 后 将 另 在 第 四 章 中 ? 镀 究 ， 2 - 
合 rr(Y， Yo, 0) Rs(Y, Yo, 入 7 . .互相 同 构 ， 也 们 的 油茶 
` 避 时 作 侦 (Y, Yu) 的 # 准 相对 同 伦 淖 。 : 
.31 中 其 余 的 定义 和 定理 都 可 以 同样 地 把 它们 “相对 化 
0 和 如果 对 于 任意 两 点 yp yz Yo 以 及 Yo 中 以 sy 入驻 
. 意 两 条 路 鞍 C1， cz 有 CT+ 一 、 C7: nn(Y , Yo, y2) 一 (了 Yo, YiD ， 
“我 们 就 说 偶 (Y， Yo) 是 z- 单 式 的 ; 如 同 以 前 那样 ， 就 有 对 《了 ， 7o) 
“是 二 单 式 的 ， 当 而 且 只 4 当 对 于 茶 一 yoE Yo, rm (Yo， yo) 在 a Y, 
,Yo 0o) 上 的 作用 是 平凡 的 ， 如 果 (Y， Yo) 单 m- 单 式 的 ， 则 mY ,Yo 
的 一 个 元 案由 一 个 觅 和 fi 1°, ij? 二 YY; Yo (或 一 个 映 象 f :EF”， 


| -| -i> Y, Yo0) 唯一 地 决定 ”。 自然 , 如 果 zo《Y，Yo, yo) 中 的 元 过 . 


Fn ， So 加 一 Y, Yo yp 代表 ， 期 mYo, yo 让 中 的 运算 
子 就 通过 f 的 形变 来 定义 ， 在 送 一 形变 下 5 5$”-! 保留 在 Yo 内 而 po - 
的 象 描 痊 出 riCYos yo) 的 这 一 运算 子 的 逆 同 伦 类 中 的 一 条 名 黎 . 
”如 果 存在 映 象 大 Y，Yo 一 Z，Zo， 8:Z, Zo YY, Yo 使 得 : 
et: 了 ， Yo 一 Y， Yo, fe ~ 1: Z, Zo Z, Zo. 
定理 4.13. 相对 同 伦 东 是 (相对 ) 同 伦 型 的 东 变 量 ， 
”这 个 定理 可 以 从 引 理 4.14 形式 地 推出， 正如 定理 3.5 5 由 引 理 | 
3 .6 得 出 那样 。 


e 
Ls 
一 


也 种 四 间 44 中 ， 我 们 还 要 对 ma(Y。， 区 让 CY Yo, yO) 上 的 运算 你 一 个 伐 的 


， 
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.让 理 4. 14. 


作坊 一个 映 象 站 入， 包 ， 一 了 yo yo 导出 一 ， 


个 同 术 六 :ro(X， Xo， xo) 一 rra(Y， Yo， yo). 如 有 果 


Ea ae raCX, Xo, yO) 由 | 人 


“代表 . 于 是 了 2 是 一 个 映 象 1’, : 了 Te， 一 Y， Yo, yo 定义 


(0) = [61. 


av 
i 四 
到 
Ce ™— 
和 
而 
要 
rr 
Ei 
w* 
a 


g TY,Yo, yo— Z, Zo xo， 则 g*f* 一 GD 


rE 
” 


h: 1", Te Jo 


这 时 引 理 的 十 明 是 初等 的 ， 
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第 三 章 。” 同 伦 敬 中 儿 个 典型 的 定理 


| - 《整个 这 一 章 的 标准 套 沽 书 是 李 夫 项 北 (Lefechetz) 所 著 Tatro- 
‘duction to- Topology， 普林斯顿 数学 丛书 第 1t 种 ， 1949 年 主 林 斯 . “| 
” 晤 大 学 出 版 ， 我 们 以 后 把 它 简 记 作 ee | 


"1. 单 稀 双 近 定 理 . ` 设 天 , 工 ， . 代表 有 限 单纯 复合 形 ， 并 且 
I&| 51; … 代表 与 省 们 相应 的 多 面体 . 对 于 一 个 复 形 的 重 


心 重 分 和 一 个 单 态 形 的 重 ， 坐标 采 等 概念 ,可 以 参看 L. 


给 定 一 个 把 的 大 点 变 到 的 顶点 的 要 的 。 并 且 还 要 求 把 。 


玉 的 一 个 单 娘 形 的 顶点 变 到 二 的 一 个 单纯 形 的 顶点 7 在 每 一 个 单 
_“ 厅 形 内 对 于 字 的 重心 坐标 作 和 线性 扩充 ， 就 能 把 这 一 个 变换 扩张 成 
.一 个 映 后 大 加 的 映 象 ， 让 样 的 一 个 映 象 叫 作 是 单 大 的 或 线性 的 

和 个 映 攻 HE 的 单条 且 久 ， 即使 在 K 的 某 些 单 郝 形 上 授 化 ， - 仍 


< . 


es | 


然 导 由 一 个 上 映 及 前 链 太 工 的 键 的 一 个 键 映射, 即 映 的 整数 3EA 


-也 的 狼 数 链 的 同 态 映 象 hs:C Ca(K) > CD) Cx 一 1， 2， 四 3 的 一 


个 集合 ,并 有 合租 
- 06, 局 二 局-165 一 2, 3 i ~ l 


其 中 的 6 是 (下 向 请 ) 边 浆 运 算 ， 站 不 下 引起 误会 的 方 我们 党 . 


用 同一 个 字 母 来 下 示意 椰 映 象 和 由 号 所 导出 的 链 映 射 . 


“定理 1.1( 单 入 泛 近 定 理 ). 每 二 个 刁 |K| 入 |L] 的 快 象 同 从 
~ 于 一 个 音 朱 中 象 [Kt] 一 Zl， 其 中 的 Ki 是 玉 的 一 一 个 适当 的 重 分 ， 


- 王 明 在 上 述 L 书 中 的 第 四 章 §4 中 焰 世 ， 
完 理 1.2. NS) 一 0，y <n. 


设 a€ xe《S 中 由 一 个 映 象 1:57， bo 一 S”, go 代表 ， 其 中 Pos 下 


渴 定 作 S， 3" 办 的 基点 。 葵 定 S"， s" 的 单纯 烙 构 . 于 是 f~: 


-= . ~ * 、 
26。. | .7 


对于 疝 间 条 村 攀 的 划一 重 分 是 半生 的 ， 这 时 
DR 小 及 雪 下 的 名， 


4 ~ - 


~ 


一 


数 0)， 


了 (5 不 包含 纵 匀 之 的 单亲 并 所 以 ps) 木 会 是 整个 的 5" 本 
(po) = gr 于 是 1(5”) 在 S*. 上 证 以 六 成 一 点 rel po， . 从 而 了 代表 、 


“wi(8", qn) 中 的 雳 元 素 . 这样， 在 环 (8"; qo) 和 ws", 2 的 基 一 
个 同 构 中 ， a 就 对 应 到 辟 ， 从 丽 a 二 0， 面 定理 迹 华 . 本 的 


_ 应 挝 注 窒 , 慨 取 加 和 go 作为 复 靖 3 和 到 的 复 形 的 顶点 ， 然 


后 把 po 在 同 伦 映 象 下 的 象 保持 汰 go; 则 可 以 略为 简化 定 更 的 证 . 
、， 朋 .看 定 丙 14 的 姓 明 , 示 明 这 样 是 可 能 的 : - - 


2. 闲 劳 厂 度 数 ， 醒 态 S! 一 57 是 映 57 入 号 的 映 象 . 琶 对 于 


3 中 取 好 了 三 角 章 分 ， 夫 且 发 一: 5S? 一 57 ,其 中 天 对 于 9 的 
二 三 角 痢 分 的 菜 一 重 分 是 单 厌 的 ， 这 时 ， 在 一 个 定向 = 半球 的 任意 ， 
~、 三 角 草 分 上 , 存在 一 个 基本 7 礁 阴 链 (无 限 循环 的 整数 系数 ” 蕉 

”同调 章 的 正 生 成 元 )。 发 ?8G = 12) 是 SG 一 1， 2) 上 已 狂 定 的 | 
三 角 章 分 上 的 法 本 4 蕉 轩 链 ， 其 中 5? 甚 适当 地 重 分 好 的 ; 单 姜 四 
忽 象 上 所 导出 的 妾 映 象 了 把 于 链 变 为 于 链 , 因而 了 C7?) =zZyz3z，  . 


d 溃 某 一 整数 . 这 时 的 a 是 作 吓 映 依 f 的 支 劳 威 (Byouwer) 度数 。 
支 劳 威 征明 了 下 面 的 基本 定理 : * 


”定理 21。 冉 象 :57 一 5 抽风 


生 明 在 书 的 第 四 章 $5 中 葵 出 . 我 们 注意 2+ 由 度数 的 宏 义 
和 定理 2.1 得 出 前 下 面 几 个 直 搂 精 果 . - | 
A 一 个 形变 ?3 局 5 的 度数 是 1 (由 于 要 区 史 象 有 让 
数 1). 
(BY 一 人 开打 的 让 是 9 08 于 常人 了 入 表 度 


(C) ， 如果: sr 83 有 度数 2 各: EB 有 度数 过 ; 则 - 
:对 有 度数 < i | 


_— 


1) 各 se of A 


痊 定 的 定向 一 到 则 多 -三 oz ， 加 加 
2 一 个 形变 /: ns 是 一 个 了 和， 使 得 /一 1 Sa 全 Sr， 


是 改 | \ - | a 


《DP) 对 应 ， f- 一 2 站 学 由 元 Cs5J 到 获 数 兴办 的 一 个 同 态 
“我 们 来 证 明 (D)， 无 疑 , 1 一 dlf) 导出 sa(S”) 到 Za 的 、 器 数 
过 内 的 一 个 单 值 对 应 . 现在 设 f, gS57 一 57 代表 a BE Cs”). 


”我 们 可 以 假定 j, g 聚 建 在 中 的 蘑 一 个 三 角 训 分 的 不 相交 的 子 复 


形 P, 2 上 ， 此 外 逊 假定 它们 对 于 5* 的 某 一 个 三 角 训 分 是 单 
， 的， 这 样 ， 如 果 有 如: S77 57 由 hIP 二 f,%|0 = g, .h(x) = qos 
x€S7 —. (PU QO)， go 是 s? 内 的 基点 所 答 定 ， 则 4 代表 a 十 B 大 、 
-县 是 半生 的 。 琶 刀 8 大 同样 也 代替 各 自 导 出 的 链 映 象 于 
是 
- yD) = 一 ay" 9 ) 一 BT » 
| 且 由 于 P 和 0 不 相交 ;我 们 有 : - 
和 A(7F) 一 大 77) + gy?) = - (da) + dp)Y’ ， 


其 中 2(@) = da ,ER)L= ze 由 于 hY?) 一 2007" 并且 有 
-代表 w 十 B, 这 就 是 明了 (D). 和 如果. 一 1， 我 们 还 需 认 定 在 已 答 . 


的 S? 的 定向 中 ， CT 超 在 02 的 前 面 . 四 

我 们 可 以 对 于 映 象 到 ,57 一 县 sg- 和 映 委 轴 ,57 57 ,加 
来 推广 度数 的 概念 ;其 中 到 (三 1j 2) 是 一 个 以 SP 为 边界 的 2 
维 元 体 . 在 第 一 种 情形 ， 我 们 说 f: 看 ， SP 一 E?, S77 的 度数 ” 

就 是 指 矿 | S57 了: S57 了 一 .S77 的 度数 ， 在 第 二 种 情形 ， 我 们 说 g: 
Ey SP le SY >» Pp2 的 度数 就 是 指 ga :SY 一 二 2 的 度数 ， 其 中 中 是 


一 在 第 二 章 $ 2 中 定义 过 的 那个 映 象 了 从 定 虱 -2. 1 知道 度数 同样 


”地 是 映 象 而 ， Se 全 三，S2 或 里 象 到 2 S57 ,pr 的 人 包谷 
类 的 一 个 不 变量 


了 在 不 到 引起 颈 会 的 地 方 我们 就 咯 去 从 天 胰 生 中 的 基点 ， i i 
2) 我 全 把 哆 条 Pn: 下 祝 5" 蚀 同 于 由 f(x *" ，xz) 一 《xy， ” » tn, *ott) 答 本 | 
定 的 喘 条 ,其 中 En 是 在 北 咎 球 ET 的 亦 泛 上 元 下 而 的 疏 直 身上 在 这 一 节 我 

全 将 生 作 ba : Er, Se > se， po 或 me: EY » ST > SY , pis 其 中 E57 正 是 


Er 的 一 个 韶 本 而 Cr 的 正 是 CS”, pe) 的 一 个 间 本 。 和 


四 


近东 胺 关于 度数 定理 的 过 害 理 由 筷 ? 天 (HopD 答 以 生 明 合 
并 两 个 定理 ,就 得 到 : 


定理 2.2. 两 个 觅 象 f， 8: 可 一 如 呆 是 同人 的， 当 而 且 只 当 沁 


同 信 的 , 当 而 且 只 当 宅 但 有 相同 的 度数 。 


- 我们 肚 明 一 个 容易 的 推 襄 . 


” 们 有 相同 的 度 款 。， 
四 雪上 天 定理 的 征明 在 书 了 的 第 四 章 46 中 葵 轴 .| 对 # 用 归 ， 
.” 精 法 ,同时 证 明了 J: i 
定理 2.3， 雨 个 映 梨 旋 e : 可 ， ,sf ro> 为 是 2 


- 定理 2.4. 两 个 映 象 f, g : 本人 的 当 而 


且 只 汝 宅 仙 有 相同 的 度数 。 
” 联 f,g 有 相同 的 度数 ,于 是 /5 :和 tf 有 相同 的 度数， 下定 


1", jr E”, St 


裔 了: Er 3 SS 一 9 是 任意 的 上 映 象 ， 使 得 川 玉 一 si"! 是 一 


个 到 57 一 py 上 的 拓扑 瞎 象 ， 设 加: 如， S57 了 一 57, i 是 在 第 二 
” 章 $2 中 的 那个 映 象 ， 这 时 $21 ;57 , 一 57 ,二 把 -$7 一 po 拓 扩 ， 


9 


J 


-wm 4 一 . 


二 


一 理 2.2 就 有 171 ~ gg$71， 从 而 了 ~ g, 反之 , 设 f ~ g， 于 是 在 第 . 

”二 章 定 埋 2.1 的 证 明 过 程 中 有 fz1 ~ gapz!1、 这 样 ， 从 定理 2.2 (或 

”定理 24), Fo”! fn Bee “有 相 网 的 度数 ， 由 定义 因而 了 和 有 相同 

/ -的 度数 ” 
: -从 民 ) 得 到 任何 一 个 括 着 映 象 有 度数 二 1. 如 果 一 个 拓 提 l 

| 映 象 有 度数 +1《— 人 1. 我 们 就 者 这 个 拓扑 映 象 是 顺 向 前 ( 反 向 

“的 )。 由 定理 2.2, 任意 两 个 映 5? 到 $7 上 顺 向 前 拓扑 映 象 是 同 伦 ， 

的 特别 ，S" 到 已 自身 上 的 一 个 顺 向 拓扑 映 象 同 伦 于 常 值 映 象 ，. 

类 伏地 ,任意 两 个 映 豆 ,SP 了 7 到 本 ,57 上 上 顺 向 的 拓扑 映 象 是 同 伦 ， 

的 :这样 ,如 前 章 所 指出 , 在 映 象 8", 5S”! po 一 了; Yo 加 的 同人 

- .类 和 映 象 1", I"!, J"! 一 Y, Ys， 为 的 同 从 类 出所 难 立 的 一 一 对 
应 不 依赖 于 须 向 的 拓 着 喘 旬 : ~ 


i 的 特殊 更 择 ; ,并且 于 ra (了 ，Yo) 9 代 小 构 站 人 家 用 作 原 入 
的 是 一 个 4 杀 方 体 还 是 一 个 欧 几 里 得 4 稚 方 体 . i 


地 映 记 中 一 b2， 因 淹 是 一 个 拓 扩 里 旭 


“如果 名 刀 有 供 数 二 工 ， 序 如 果 / 自 已 有 有 度数 十 1 我们 加 部 


f 是 顺 向 的 . 于 是 任意 两 个 容许 的 顺 向 映 象 ff :Er ,SP S? 1 


是 同 伦 的 ?. 特别 、 任意 一 个 有 度数 1 的 观 钥 Rf Er , ST 5? ， 加 


”网 丛 于 。， 因而 赴 明 了 在 英 象 
BY So 3 yo. 1 


-的 同 伦 类 和 映 象 5”, po—. Ys yo 的 同位 类 央 建 立 的 -一 对 应 不 侠 让 
椭 于 映 象 po 的 特殊 选择 ;并 且 举 mm(Y> 的 代数 构造 不 依 顿 玫 罕 贰 “ ““. 
省 一个 ”条 方 体 或 是 一个 区 用 里 得 区 和 元 体 * 还 是 一 个 # 如 球 用 。 


”- 作 原 象 集 . 


、 现在 可 以 搜 便 利 地 _ 姑 解决 户 和 风 的 定向 问题 -我 们 用 风 和 
条 法 进行 ， 首先 把 严 包 在 二 维 欧 氏 空间 中 ， 作为 是 点 (xp 


的 集合 ， 其 中 一 < 世 1, = 12 我 们 把 
本 元 定向 作 从 一 工 到 +1 的 有 向 和 线段. 珊 本 是 由 对 十 …… 十 双 委 1 
所 狂 定 的 4 稚 元 体 . 我 们 假定 Ss 汪 有 了 定向 ,这 就 导出 对 : 瑟 ;3 


-的 一 个 定向 。 然 后 定向 8 为 使 得 风 是 顺 向 的 ， 而 定向 "路 r,t 


”习作 得 径 向 投射 人 
Se 


~ 轩 是 嘎 疝 的 ， 由 于 我 们 可 以 从 4 = 开始 ， 这 时 8 = 名 -一 关 | 这 就 


i 完成 了 这 一 到 精 定义。 回 定 定向 后 ;我 们 绝 定 ria Ys yo) 的 授 等 元 : 
”过 和 由 映 象 f:E"， Sry, 代表 ,而 如 果 7 ~g:s", Po Ye 
/地 用 ‘5; 如 一 Y， yo 来 代表 。 
- 定理 2.5. 认 fiB4, 5 ST Y, .Yo .由 义 7 一 因而 扩 纪 
六 Sr po Ys yi. 、 
于 是 和 ,就 代 下 "CY ， yo) 中 同一 个 元 过 . 


" 


“” .由 定义 和 (CE2) = 一 po 这 时 映 象 pa: EB4, si 5”, 六 可 以 


DD 这 也 就 是 襄 半 和 了 是 三 - 5 到 3 一 六 上 的 拓扑 映 条 ， 自然 地 ， 我 们 可 以 
， 招 “ 椭 向 "这 一 术 op Sl 3 CE 


be 


.3D 精 蚊 地 静 ， r,s 的 一 个 定向 是 Hoek", 引 的 一 个 生成 元 


本 _. i , “= 
i -0 30 $$ 


Lm 


ey 


案 ， 


_ 


。， 账 成 名: S"， pr Sp 入 条 已 权证 明 过 Po Sp 
.- 注意 到 z : | 


“$2 i ft: S"， po 5", po . 


1 ， 这 一 定理 就 可 以 证明 , 这 是 因为 它 舟 会 /fl ~ :5 po 8", pe 四 本 
“并且 由 于 我 们 约定 的 渤 合 关系， jg 和 7 就 代表 次 到 (7 各 中 


同一 个 元 素 . i 


人 定理 2 上 5 数 了 我 们 一 个 有 用 的 搞 则 ，: 当 oY) 的 礁 元 体 的 。 
代表 映 象 给 定时 ,就 能 用 球面 映 象 代表 mm(Y) 中 答 定 的 元 素 。 


. ,最 后 ， 我 们 证 明定 理 2.2 和 (D) 的 一 个 特别 千 果 。 
. 定理 2.6. ol5") 是 无 耻 循 环 的 。 - 
”我 们 把 x,(5") 中 的 元 素 考虑 作 S” 到 忆 自 入 的 里 象 的 同 舍 类 : 


”如果 a€ ws C5"), 我 们 用 (0) 来 记 中 企 意 一 个 映 象 的 度数 。 我 


. 们 已 起 看 到 a 一 4《a) 是 xa 人?) 到 整数 (加) 至 内 的 一 个 同 态 。 由 


于 恒 等 喘 象 有 度数 1 ， 它 是 到 整数 本 上 的 一 个 同 态 . 现在 假定 "| 


"> 2. 由 于 两 个 映 象 . | l 
. fg: So po—> S", po . | 
“ 乔 的 同 伦 ,只 当 它 们 有 相同 的 度数 时 ， 就 如 同 f, g: S" -一 5" 天 的 一 
“ 伦 ; 并 且 由 于 5s” 是 单 连通 的 ， 当 f,g: 5”, 加 一 S"， 加 有 相同 的 度 


数 , 屯 们 就 代表 mkS5) 中 同一 个 元 素 ; 所 以 w-yd(c) 是 一 个 辐 攀 。 
n=1 的 情形 略为 有 点 不 同 . 图 周 的 基本 尘 是 无 限 循环 的 这 一 


“事实 有 车 诈 首 多 多 的 证 明 .. 或 者 这 样 会 是 最 便利 的 ;注意 到 书 上 


”124 页 定理 2.2 (n 二 1 的 情形 ) 的 李 夫 希 北 的 证 明 中 ,和 如 果 了 解释 


作 一 个 映 象 Ss1, po 一 st, Po 并且. po 是 点 “0 mod 1”, 则 联接 一 个 映 - 
Si 入 5 且 有 度数 p 的 耽 象 f 和 一 个 有 度数 Pp 的 标准 映 象 g《 自 鸳 


、.P 次 ) 的 同 伦 就 的 确 使 得 po 保持 不 动 。 因而 有 各 同 度数 的 庙 个 庙 。 ， 


象 3 加 一 S5 加 闻 的 同 伦 ， 事实 上 如 同 晓得 5 tS to 
. 柔 2.7. 对 于 所 有 7+,5” 是 天 单 式 的 / 
“如 果 > > 1 这 就 从 定理 1.2 得 出 。 + -~ 
-如 果 #&z 二 1， 这 就 从 定理 2.6 和 第 五 章 系 1. 6 得 出 . . 
“ 希 立 容 效 同 构 定理 . - 在 前 一 和 中 我 们 证 明了 一 ?Ca 是 和 


™ 


我 们 把 宅 推 广 如 下 .… / 设 K 是 一 个 有 限 连 通 的 单 纯 复 合 形 ， 并 且 


酸 四 是 玉 的 一 个 顶点 ， 屏 me mx(|Rf， oo 由 一 个 音 自 映 象 - 
f:5"，po 玉 |K|， 代表 ，5* 被 答 定子 茶 一 个 三 角 齐 分 . 这 时 ， 、 
如 果 7" 是 8" 上 的 基本 (整数 ) + 亲朋 链 , 则 f(y”) 是 K 的 一 个 条 ，- 


于 链 ， 项 旦 ,如 同 在 天 一 8" 的 情形 那样 , 就 有 FCY") 的 同 斋 类 不 依 


”各 于 在 宅 的 同 从 类 中 的 选 笃 . 四 中 “一 fCY 7 的 同济 类 ”导出 
于 应 


. mR HR 7 
| 完全 和 特殊 情形 类 似 ， 我 们 可 以 征明 中 是 :个 岗 态 . 另 一 方面 ,如 


.发 (5") 到 整数 车 内 (其 或 是 的 一 个 同 术 (其实 是 癌 构 )。 下: 


TT 


果 |K| 不 是 m- 单 式 的 , 它 不 会 是 一 个 同 构 ; 因为 能 够 很 快 地 看 出 ， 


xa(|K|, o) 中 由 mC|K|, o) 里 的 一 个 运算 所 结合 的 两 个 元 来 肖 


相同 前 w- 象 ， 虽 然 如 此 ， 但 在 希 立 维 很 引进 同 伦 尾 杨 念 最 初 的 一 


些 葵 文 中 ,他 延明 了 下 面 的 基本 定理 。 - 2 四 
”定理 3.1. 因果 z(|K|) 一 07 一 全 > ;网 . 
oo :ro | KD ~ HK). 


定理 的 什 明 在 书 王 第 五 章 $5 中 答 出 . 下 面 所 衣 明 的 精 果 0， 


入 和 清 央 的 由 还 是 不 上 有 什么 人 人 


定理 3.2.“ 如果 “Exo(|K)) 作答 ‘way 一 0 区 0 机 浴 由 一 本 


不 喘 象 天 See Er 所 代表 


可 史料 锭 了 同 从 入 向 站 本 亲 鸡 在 于 这 六 一 个 是 等 轴 网 观 入 
一 般 地 井 不 是 辟 伦 的 . 定理 5.1 由 应 用 下 面 的 引 理 市 从 定理 3.2 


得 出 ， 下 面 的 这 个 引 理 是 具有 普 滨 的 重要 性 的 : 


引 理 .3.3. mY) = 0 = 1,. ，2—1, 当 而 且 只 当 每 


厅 颈 礁 数 和 一 工 的 一 个 过 面体 入 了 的 欢 象 是 守信 的 。， 
充分 性 显然 现在 酸 4 : Ke 于 一 了 是 一 个 映 一 个 Ce 一 1D 礁 - 


复合 2 入 工 的 映 条 。 由 于 了 7 是 歼 式 淖 通 的 ， 我 们 可 以 假定 


- TD 也 号 Kr 以 后 始 条 用 作 代表 相对 不 超过 7 的 意 儿 形 所 寻 成 的 复合 形 。 


DD 如 果 不 会 引起 襄 解 ,用 疝 -个 使 号 代 去 复合 形 和 与 它 相应 的 具 ma 我 
人 i 在 这 一个 引 本 3.6 的 证 站“ 摔 用 名 出” 是 有 盆 引 的 。 


. 32 二 
四 . . 一 +- 
- | ~ - . i 本 二 


# 
‘ 


过 


“xmilY) = 0, .于 
. flor™- ~ :ar Cr 一 > ， yo 


: CD = 对 于 每 一 个 (7 十 1) 准 单 郝 形 ， ee 
大 法 进行 ， 所 但 到 的 一 个 腾 旬 我们 仍然 叶 作 广 , 至 使得 让 jn 
人 Y, yo 着 且 拓 (KH) = yo. 从 向 伦 扩 张 定理 (第 i 


二 章 定理 4.9), 这 时 六 可 以 扩张 成 产 :K 开 一 了 ,使 得 ， 
fF TF :KY PK 一 加 . 
洪 绩 依 这 一 方法 进行 , 值 到 我 们 达到 所 需要 的 常 信 联 象 


， ， 放 一 节 的 内 容 都 可 以 相对 化 地 推广 . 如 果 工 是 K 的 一 个 天 子 。 
”复合 形 而 是 一 个 映 印 , 5” 入 |K| ,| 工 | 的 单纯 映 象 , 则 本 mad 
时 六 sm" 的 基本 相对 阔 链 在 绸 映射 + 下 的 象 是 KK mod 鞋 的 某 一 个 相对 


于 链 ， 写 的 同调 类 只 依 顿 于 ma(| 太 | > 1) 中 由 . 所 代表 前 元 素 . 


` 这样， 我 们 就 得 到 了 一 个 同 态 。ow: “olKl, De (K, 2. 


定理 3.1 这 时 可 以 相对 化 地 推广 为 : 


”定理 3.4.， 如 果 w(|K|; 1 一 0 r 一 1 1 
， 于 且 (| ， [1) 是- 章 式 的 ， 则 wirsC|K|, Do Cx, nm. | 


-证明 用 到 


定 于 3.5. 如果 ,en dg, 1zD 从 移 we) 一 0， 许昌 


LF 15|D 是 音 式 的 ， 则 a 由 一 个 跨 象 。 
fiE, Baie x vr, rl 
: 所 代表， 


定理 3. 4 这 时 由 定理 5 和 下 面 的 引 再 得 到 | 


引 理 3.6.2 (7， yo) 一 0 一 1 .二 了 当 而 是 只 归 


每 一 一 个 器 相 数 安 n 一 1 的 一 一 个 和 面体 入 了 的 欧 角 可 以 变形 为 
入 Yo. 1 


_ 老 分 性 显然。 现在 屋 army 是 -个 片 -一个 @ 一 D 维 罗 


;IT 及 引 理 盆 述 木 公 ， 正 确 的 提 法 是 : 生 间 偶 《y; ye)》 为 (ez 一 1- 汗 省 的 充 要 条 件 
为 ? 屋 达 为 任 一 (有 限 ) 多 面体 ,Po 为 书 的 子 多 面体 ，(P, Po) 有 单 业 削 分 (K; Ko) ， 


且 dim (Pp PD Ke 则 jf~f: (0, 2 0 惫 而 7 DE Yo 一 哩 者 广 


| 本 
» | 233. / 
” 1 ' - | 下 四 


f CR) =ye 如果 < 一 1 最 了 是 Ke 的 任意 -个 (下 
准 单 二 形 。 于 是 fle 是 一 个 映 象 o'"， HY 由 于 . 


复合 形 久 Y 的 映 象 - 南 于 Y 是 纸 式 连通 的 ， 我 们 可 以 候 定 jCK 一 加 
= yo。 mm (Y, Y0) 等 于 老 意 思 是 指 〈 狗 定 地 ) 任意 一 个 映 象 全 ， 
天 一 Yo 可 以 弯 形 为 一 个 映 象 I 了, 一 > Yo， yo。 把 它 应 用 到 每 | 
一 个 1 炊 单 生 形 上 ,然后 用 同 伦 扩 张 定理 ; 我 们 发 现 同 伦 于 一 个 


| 正 家 1: :Kl Y, 使 得 . 
YKD CY 和 FCKO 二 总 
-现在 假定 f 一 0 : Kr 一 了 使 得 fC(K') C Yo 和 DC) = = yo， 


如 果 > 太一 1 说 是 Kt 的 任意 一 个 (r 十 1) 蕉 单 本 形 ， 
: 于 是 fe | ortl 时 -个 映 锭 f°) | 2 : Gr+I 0 oo 一 > >， Yoy yo， 其 
| 中 的 a9 是 ar 欧 某 一 个 顶点 . 由 于 rr+1 (Y， Yo) = = 0， 存在 一 个 


同 伦 


fi 。 cr， jr cl 一 YY ， Yo, yoy 


且 万 一 jn) | Gr+1， 请 (ar) = yo。 代替 co 为 x? 牛 二 2 <1 


人 0 定义 : ， ee 
| Et!, S's po Y, Yo 
iD 一 HStroD， 0<2<1, 


fran SEsan), ; 2 1, | 


` 于 是 及 二 fo fC5") = f(51) = 万 CsD ， 并 且 (CE) C Yo 这样， 
加 到 ort， 我 们 证 明了 可 以 选择 f" | cry 的 一 个 同 伦 ， 宅 不 政变 


flo 并 且 把 cr 的 象 映 人 入 Yo. 这 以 后 征明 就 完全 和 定理 3.1 
位 


为 对 定理 中 这 一 部 分 证 明 的 一 个 合式 的 陈述 . 


”定理 3.4 的 证 明 非 常 相似 于 定理 3.1 (如 同 书 L 中 答 出 的 ). 和 
不 过 ,在 证 明 w 是 到 H.CK, 工 ) 上 时 有 着 某 些 不 同 ， 这 一 不 同 归 桂 


我 们 假定 定理 34 中 的 条 件 满足 ?， 大 且 避 of 是 


1) 寺村 对 (IK1， ED 的- 音 式 有 不 吉 要 的 
z .34 » 


”kK mod 的 某 -一 个 整数 ， 维 相对 于 链 ， 从 引 理 3.6， 这 府 我 们 可 加 


以 把 恒 等 映 象 多 -天 rel 变形 为 一 个 映 象 }: KK 一 六 ， 合 得 


”LK 一 ) C 工 ， 我 们 可 以 把 看 作 是 一 个 单 灰 映 和 象 玉 : 一 玉 ， 其 中 
“本 是 天 的 一 个 重 分 9， 屋 好 是 如 在 KR 上 的 重 分 .于 是 Xa) 是 
K mod 工 的 一 个 闭 链 和 zz 在 同一 个 同调 类 中 ， 响 外 ,f(x?) 还 是 
一 个 形式 为 BpzC? 的 一 个 链 , 其 中 的 C? 是 一 个 边界 在 中 的 链 ， 
”并 且 它 是 K 的 一 个 重 分 了 的 单纯 形 在 了 下 的 象 ， 于 是 链 C? 的 同 
” 幸 类 生成 H, (K, LL)， 并 且 每 一 个 类 显然 是 (|K|， 的确 一 个 


“元 来 在 o 下 的 人 


项 立 妈 冀 定理 对 于 相对 情形 的 推广 是 由 希 立 维 兹 本 人 .首先 


发 表 的 、 用 回炉 同 疆 论 ， 他 确立 了 一 般 浙 式 束 通 的 豪 斯 道夫 空间 


”站 对 的 及 相对 的 同 构 定理 ， 我 们 的 目的 原 在 于 各 免 引 入 连 筑 同 
_ 芥 , 因 此 我 们 没有 把 这 些 作 更 进一步 的 推广 ?. 

我 们 以 定理 3.1 的 一 个 应 用 作为 本 吝 的 糙 训 . 

-定理 3.7. ， 设立 是 轨 个 有 叭 一 的 一 个 共 公 点 的 奴 球 的 人 

集 # > 1 :于 是 xo(Y) 是 一 个 有 六 个 生成 元 的 自由 交换 至 。 

”对 定理 1.2 的 胜 明 作 精 广 的 更 改 ， 训 以 姓 明 x,(Y) 二 0， 

+ 二 1， “42 一 1, 而 HCY》 自然 是 因 个 无 限 条 环 相 的 直接 和 ; 
x (Y) 的 生 底 元 是 度数 为 1 的 一 些 映 象 了 一 字 (一 1 - ， > mm) 
的 同 做 类。 - 


~ 


DD 利用 速 着 同调 脸 ,5 可 以 油 吕 六 多 困难 : 、 . 

2 力 . 在 一 篇 讲稿 中 。 

.3 入 立 相 区 定理 的 一 个 不 十 分 各 和 的 处 理 ， 参看 胡 世 杭 (s. THu) 的 “An 

| .exposition of the relative homotopy theorey ， . Duke 了 Maz1.， 14 (1947), 
991—1033 页 。 2 
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- 0 
i re eT Te ro tm 


可 同人。 
1 序列 的 定义 我 们 先 素 定 双边 纺 同 坊 sy， zu， 中- 过， 
Fo yo7 ,+ ww 宛 2。 设 : . i 7 . 

: FI, I J ¥, Yos yo 
代表 ce ralY , Yos yo)。 于 是 几 To: Tb jr Yo, 代表 一 个 


和 元 案 BE Asi( Yo, yo)。 显然 ， B 只 依赖 二 Qs 我 们 计 作 B= 一 -ad(a). 


d 显然 是 一 个 同 态 . 不 仅 如 此 a 还 是 关于 ti( Yo, yo 小 中 的 运算 子 
前 运算 同 态 ( 朗 如 果 S Ex(Yos yo 旧 2E = &4 )， 这 是 可 以 很 快 


四 证 明和 的。 等 价 地 ,我 们 可 以 用 一 个 映 象 f:E”, S$”! 因 一 了 ， Yo yt 


代表 xEra(Y， ‘Yo, y0) ;然后 dla) 就 将 由 F ls: SpA por Yoyyt 
代表 .以 后 我 们 不 打算 描述 这 一 理论 在 7 维 元 体 和 2 维 球 体 上 的 
映 象 下 的 平行 发 展 ,而 把 这 一 工作 留 答 议 者 : ; 
- 屠 等 映 象 Yo， Jo 一 > Yo， yoy- Y ， 7o， yo 一 Y', Yo, yo 导 由 变换 
、 2 :Te(7o， yo) 一 ral¥, yo) ， 8 :re(CY， 了 一 > (7， Yo». ye) > : 
它们 显然 是 一 些 同 窟 。 ee 

定理 11.， i 和 j 是 关于 坊 (Y。， ,中 划算 子 的 过 算 同 态 。 

屋 太 7 一 Yo, yo 代表 QE rn Yo, yo 拭 且 各 
f~f :1*— Yo z 
是 在 这 样 的 同位 下 , 对 号 ,ze 中 的 象 点 描 电 一 条 代表 Sen 
yi) 的 于 曲 黎 。 于 是 了 了, 加 一 Yi 加 代表 ECa)， 人 有 
了 当 看 作 是 一 个 映 象 了 ;7", 如 一 Y, yo， 代 宕 着 i(&(a)). 这 
“的 思 当 夏 作 是 一 个 映 象 记 P， 加 一 了 ，m， 就 代表 着 ia ， 面 、 
f~f S$ shic 4 是 这 样 的 一 个 同 伦 ， 根据 x (Yo yo) 在 zz 人 YY ， yo) 上 | 
运算 的 定义 , 它 变 元 来 i《 避 ) 为 KE(a))。 于 导 是 一 个 运算 同 态 。 
类 似 地 ， 设 om， 各 由 大好， 产 一 7y， 加 代表。 于 是 f 


6 . 


和 ' . 
| 
a 


J 


“个 同 态 的 术 是 前 面 一 一 个 的 象 . i 


vo 


“的 一 个 使 得 六 的 象 点 描 出 一 条 代表 Em(Y0s yo) 的 于 曲 重 的 
“ 赔 伦 ， 作 为 一 个 直 楼 推荐 ， 也 就 是 一 个 使 得 7 一 保留 在 名 内 而 
J" 的 象 点 描 一 条 代表 6mCY。， yr) 的 了 昭 生 的 网 信 ， 于 


FSC(oa)) = ECG(0)). z 1 
现在 我 们 能 名 尖 定 运算 朵 态 的 序 四， i 


| . > monlY, 9 wD elY) Sly YD- > Hee . 


一 mY yu) - -> (Yo) - ~ xCY) 二 ml¥, Yo) — 一 0.。 


叱 时 作对 (Y, Yo) 的 周 伦 序 列 . 


2. 正 合 性 的 外 明 .， | i 
定理 2.1,， 偶 (Y， Yo) 的 同 从 床 列 是 正 全 的。 恋 吕 是 说 年 外 
“我 们 需要 十 明 下 面 大 个 辕 果 . i 
1a) jixaCY0) = 0， | GD 六 1(0) C iD 
(2a) Cjrs(Y) 一 0， 2b) e100) C jrno(Y), . 
(3a) idrari(Y, Yo) = 0, (3b) iT1C0) CC dr (Ys YO). 
Xi) 的 证 明 。 设 w€ rnCY0) 由 


: | 


f:7’, 1 Yo, yo 1 


区 。 


代表. 于 是 ji 由 fi 了 TI"! Jo 一 了， 2 和 代表 ， 其 中 fC ! 
: CY 因 I’ 可 以 贸 成 一 点 ? “=(0; 0,- “""y 0)， 这 就 有 jig 一 0. 


1b) 的 证 因 : 届 eeE 产 (0). 于 是 4 由 一 个 映 象 你 卫 , 加 一 
一 写 加 代 表 ， 并 且 存 在 一 个 同 伦 。 。。 ， 


区: 7 5 17, Xo—>” 了 了， Yo yo 


二 四 


, 全 得 PC = yo.. 我 们 找 一 个 同 伦 把 - 1 保持 在 yo 站 "入 


1 ，、 、 
sy 


DY ,YO 不 是 一 个 锯 , 我 们 仍 可 以 定义 变换 加 YD 访 CY, YD 我 
们 写 ru(Y; yo) 六 0 是 因为 Yo 是 弧 式 玉 道 的 ,目的 在 于 适合 定理 2.1， 注 意 到 ， 


Nn(Y, Yo) = 0 是 指 Y 中 的 任意 一 条 端点 在 Yo 入 的 路 弹 可 以 相对 于 从 的 丹 训 ， 


 ， 变形 为 Yo 中 的 一 条 路 缕 .。 
2) 重新 提 一 下 ， 我 人 证 内 过 喘 休 7z， in, xo > Y, Yo, 3 的 一 个 癌 从 不 所 在 
的 类 、 四 | 
. 加 : "37。 | . 


2 为 方便 起 册 ， 在 这 一 个 正明 中 担 7 me 的 从 标 看 作 是 从 -1 到 

+17.. 我 们 把 方 体 ， 
A<H<h, i=1, 2 ogai<1l 
。 ”的 边界 记 作 相 , 并 且 定 义 f(x) = 十 De) x,0 XC 
: fi&) = (人 2 ), xz 攻 站， 3<1< {. 


上 面 那个 同 态 的 塌 图 在 于 展开 "中方 体 " 一 才 < 声 < 安 于) 一 1 
…># 来 复 盖 ,同时 得 出 后 耸 志 ,并 且 把 7* 的 其 余部 分 收 粮 到 . 
i* 上 ， 同时 “ 少 朗 辣 伦 以 致 及 在 六 的 各 点 上 保持 不 动 。 事实 
上 ,我 们 看 到 四 国 
“ 加 二 友 ， FC") 一 pr) : 一 Cis z z 
. AC) = yo, 0 委 2 <3, CE) C Yo， 3<4 < le。 
于 是 用 也 代表 a 而 a€ iro(Y0). | 
"(229 的 证 六 设 aEm(Y) 由 
. 天 和 
代表 ， 于 是 aja 由 本 
rp Ii Yo i .. 
代表 ;但 是 KmD 一 yo， 所 以 dia=0. 
z 《2b) 的 证 明 , 识 aE4d-1(0), 于 是 由 
| Fi", 7 J YY, Yo, yo : 
人 家, 使 得 yz 同 伦 于 yo, relie 这 一 个 同 从 服从 一 个 映 旬 i 


~ F':I*X 0Ui? x I YY(F(x, £) = yo, x € 17°), 家 可 以 扩张 三 i 


FE:I* x 1, Ir!xI, Jo X 了 一 了， Yo，yo。 


| 放样 了 就 和 一 个 1 映 咸 '% 0 遇 条 由 在 和 -个 同 做 奖 ， 因此 | 


6 


Bl 理 2.2. ， 一 个 映 象 1:57, po 一 7， 六 是 村 从 的 ， 当 而 且 只 当 | 


省 有 一 一 个 扩张 f Err Y. 


二 .这 一 个 证 明 ， 用 方 体 上 的 哆 环 新 了 第 三 章 的 引 埋 3.6。 ago 
的 中 心 取 在 (0，…。 0), 这 常常 是 很 便利 的 。 0 


33. ， 


Tr re rr 


本 、 
ae ET errrereeerrenoont ee 


普 先 屋子 有 这 样 一 个 扩张 并且 融 8， 把 Ron 收 知 成 po. 于 是 
f0.15" 是 了 的 所 需要 的 同 伦 ， 注 窟 它 是 一 个 同 伦 tel po. 
”现在 假定 存在 关 :St 一 了 上 且 刻 二 了 ,有 (5”") 二 yo。 外 中 的 起 
| 可 以 表示 成 jx， < 宝生 1，x6E3?; 定义 fx) 一 2 
《3a) 的 永明 ， 发 ae ranilY; Yo 由 
2 S2 加 一 了 ， 了 o， yo | . ， 
代表 [( 允 于 这 -个 枉 昌 。 采用 Be+i 上 的 映 象 比 用 jt 上 的 映 银 更 / 
为 方 使 ). 于 是 ida 由 二 个 映 银 18": » Po—>.Y, 加 代表 ， 下 有 一 
- 个 对 于 En! 的 扩张 . 这 样 就 有 ida = | 
(3b) 的 证 明 。 诅 a&i 直 (0) 由 人 ,庆生 棋 定 1 在 ， 
Y 中 是 霉 伦 的 。 于 是 有 一 个 扩张 fF: Fr, 5 一 Y， 了 从 而 
| ” “EArtiC Yo). 
3 同 伦 序 列 的 性 项 . - 襄 k 起 一 个 (有 限 ) 间 入 复 台 形 , 工 荐 尼 
的 一 个 于 子 复 合 形 ， 而 是 的 一 个 顶点 - 于 是 可 以 定义 一个 网 : 
测序 罗 "， Bp z 


z (KL) 人 3 总 (KY) 好 忆 (有 2) > 
二 才 是 由 把 KK 上 的 于 链 当 作 一 个 相对 于 链 mod 工 导出 ， 而 z 
drtl 是 由 取 一 个 相对 六 链 mod L 的 边界 导出 ; 这 一 个 边界 自然 是 : 


工 的 一 个 并 链 . 我 们 留 答 访 者 自己 去 验证 ， 在 前 面 所 说 的 步 馈 下 


“一 箱 应 前 同 态 可 以 导出 ,并且 去 证 明 下 面 的 定理 , 谍 比 与 它 相 应 的 同 


、 伦 序 列 的 正 合 性 的 定理 (定理 2.1) 更 要 初等 些 . 
i 定理 3.1. 同调 序列 是 正 合 的 。 | . 
1 在 第 三 章 内 我 们 措 偿 入 凡人 村 六 认 轩 在， 吏 们 再 反攻 
: 和 作 及 ， 2 Ds . | ”~ 四 


2 rm) KI, A) HK), pn; :jz 门 一 已 CD， 
CE 一 BIRD 
现在 的 事情 只 在 于 由 定义 站 挡 验证 这 些 交 换 关 系 z 
D 尽管 守 理 3. .和 同 态 jn， jns tn 的 一 个 接 广 对 于 一 服 的 亲政 度 立 ， 这 里 , 如同 
在 第 三 意 内 ,只 限于 整数 系数 。 z 


i 。 


i 二 


各 pr 一 | i oA = 一 prjs, # sD 一 = pd G8 2 加 


i 同 从 序列 到 辣 多 序列 浴 的 一 个 同 态 ， _ 字 中 作 自 然 轩 坟 ;着 且 同 
pr D5 也 时 作 自然 的 ， 我 们 附带 声明 一 下 ， 如 果 引 用 连 冲 同 钢 


, 论 , 定 理 3.1 和 (3. 2) 可 以 推广 汉 一 般 的 弧 式 连通 的 附 斯 道夫 空间 。 
我 们 现在 葵 出 序列 融 的 阅 态 的 第 二 个 例子 。 设 了 是 一 个 映 | 
Y, Yos yo 大 Z » Zo, -0 的 映 象 . 略 去 基点 ;这 时 f 导出 向 入 i 
: Te 人 (了 ) > x2Z), fo: YO m2 : 
ff ralY, 了 o) ral2, Zo. 
然后 容易 队 钙 交 换 关系 ， 


2 了 一 fi, jaf 一 了 a fo = 六 -ia 加 3 3) - : 


. 在 侦 (Y, Yo) 和 (Z， Z0) 的 同 伶 序列 的 同 态 癌 成 立 ， xm 
在 (3. 3) 内 都 写作 zi j, 4d 进一步， 我 们 还 可 以 诈 明 
定理 3.4。 (Y， Yo) 的 同 访 序列 到 (Z， Zo) 的 同 让 序列 内 


的 同 态 ( 产 ,. ,及 是 一 个 连 算 同 访 ， 部 对 于 所 有 ENCYD)， 


‘0 ral Yo0), BE aY), YEnnCY, YO0); 有， 
-GD 及 (Ea) = fCE) Cn)), (DD 让 (EB) = = ACE) OS (8)), 
GD) fCéy) = ACEI FEY)), 


CD 的 诈 山 。 届 ckE mo(Y; yo) 由 :Te 加 一 Yo 加 代表 ,并 


且 设 G:I" X I 一 名 是 8 的 一 个 同 伦 ， 在 这 一 同 从 下 ， 站 的 名 
撤 册 网 众 类 6 中 的 一 条 通 纺 . 于 是 
GPXITZ 
1 是 一 个 同 伦 ， 在 这 一 同 伦 下 > 加 的 象 点 描 出 同 从 类 RE = 
-二 (A(€))™ 中 的 -一 条 迎 线 . 这 时 如 果 & 7 3 7 一 >Yo， yo 内 gg (x) = 
=G(x, 1),，xE€7I? 欠 定 ,* 则 g 代表 sa 而 je 代表 RCE Ca )， - 
因此 有 用 (ea) 二 及 (人 )( 及 (oq)); 至 于 G) 和 (i) 的 证 明 与 它 类 修 。 
如 果 凡 , 卢 ,无 对 于 所 有 的 > 都 是 司 构 ， 我 们 就 说 ( 产 , 了 , 了) 


是 一 个 同 构 ， 和 如果 (Y, Yo) 和 (ZZo) 具有 相同 的 同 伦理 ， 显然 。 


.DD 这 里 公式 的 所 号 按 原 书 各 到 定 理 、 要, 洒 \ 人 式 的 号 是 曲直 -直入 的 ， 
一 者 注 。 | 


“40 *- 


(Y, Yy) 和 (ZZ， Zz) 的 同 众 序 列 是 同 粮 的 . “尽管 如 此 ， , 启 上 面 的 


“ 襄 实 并 不 一 定 就 有 : 同 伦 序列 间 的 同 移 可 以 几何 地 实现 为 菜 一 映 


“和 f:Y, Yo 一 和 Zn 所 导出 的 同 移 . 对 于 一 些 "良好 "的 空间 ?， 一 
” 企 导 出 同 伦 序 列 间 辣 构 的 映 象 f 可 以 性 明 是 一 个 同 做 等 价 .， 
4 者 7,(Y,Y).， 在 本 节 内 我 们 研究 同 伦 序 列 的 “尾部 ”， 写 


”提供 了 一 有趣 的 代数 情形 。 这 一 节 的 一 些 结果 ,只 除了 在 考官 
”定理 5.1 的 一 个 特殊 情形 时 , 此 后 都 不 需要 ， 而 且 即 使 对 于 这 一 情 / 


形 ,也 可 以 因 才 妆 4.2 而 予以 避 殉 。 

卷 虑 序列 
” 一 ma(Y) 全 加 (>， Y) ly) a Yo 一 0. 
定理 41 mo(Y，Yo) 是 一 :个 交错 的 (ziCYo) , 4)- 模 . 这 也 其 
荐 座 ， 宅 容 诗 mYo) 作为 一 个 运算 至 ， 县 帘 一 个 同 态 ad: mY 

z YO (Yo), 使 得 
GD .alm) 二 2 站 本 
0 (do) (PB) = atB—a, w, BErxY,; yy) Emr) 
(2) 的 证 明 *。 “让 f1€ M2(Y， .Yo y0) 代 和 并且 琶 | 
FF X 了 TXT yi i 
的 下 同 价 ， 在 这 一 同 从 下 ， 古 的 人 点 描 册 全 中 的 一 条 通 
“。 条 . 由 于 FIX 了 是 一 个 映 束 个 方形 入 Y。 的 映 象 ， 喘 象 FIOT'x 1 
”XD 代表 着 Y 的 基本 至 内 的 零 苑 素 。 同 样 
和 f(z) 一 F(t, D, EI 、 


z “所 给 定 的 映 象 了 : mm 五 一 Zi, yo 代 下 2(Ea): -从 (0， 了 们 超 站 ， 使 反 


寺 作 方向 祷 方 形 XI 进行， 我 们 得 到 和， da TAO 1 
/ : Sa 一 ao- 本 
GD 的 由 为 更 方便 起 区 ， 用 泛 全 于 HK) 一 =% 


” 


DD 轴 各 ,对 于 有 限 间 冰 复 合 形 ,以 至 弟 七 过 天 一 般 的 复 台 浓 ， | 

2) 在 第 二 章 内 我 们 提 济 过 , 如 果 癌 , 7 E mn(Yo), 则 后 (0) 一 05。 由 于 4 是 一 
个 运算 周 态 ，4(Ea) 一 (da)， 因 此 (i) 正 是 8(n) = Sng 的 一 个 特殊 情形 。 

这 -个 - 科 的 直 果 可 以 姑 同 (于 束 王 明 ， ’ 


药 映 象 负 时 素 ;8 加 一 YY，Yyo, 来 代表 w B. 这 时 a 十 B 就 ”| 
由 一 个 在 加 上 与 f, 在 肛 上 与 & 相合 的 映 象 来 代表 ， 设 p:， 
0 志 z 芝 1 呈 F 的 一 个 依 反 时 全 方向 式 过 了 一 个 角度 ? x 的 旋转 

. 珊瑚 ， ge 和 各 自 为 fpoy gpr ppt 在 户 下 ,这 时 加 描 出 瑟 (8 的 


北 牢 球 ). 因此 8 是 一 个 同 伦 gi:PF, S', 加 一 了 ， Yo yo, 而 8 就 
. 代表 B. 勇 一 方面 pe 在 fe 和 hr 下 的 轨 旦 Yo 中 的 一 条 代表 da 的 


“ 池 缠 。 因而 矿 代 表 (de) 了 a); 而 五 代表 (da) 了 Ca 十 有). 更 在 ， 
pi 把 列 和 五 > 互相 交换 ， 所 以 A 一 - gi1(B2) 一 yo， 而 A 在 RE 让 1 
”与 gi 在 县 上 与 有 相合 ,这样 久 就 代表 B 十 (da 一 (e0y 从 而 . 


io) (atB) : 一 Bt (do) Ce), | 
”| a+B—a: 一 (a0) CB), 

每 就 斌 明了 人 GD， 注意 ,事实 上 (da) (6). 一 oa 
条 4.2. jzrx(Y) 包含 在 TY Yo) 的 中 心 。 


屋 we js(Y)，BEm(Y，yD。 这 时 ; 据 定理 .2.1, iu = 1。 因 ， 


而 , 据 定理 41 的 GD,w+TB 一 “= 有 或 <++8= B+c。 
”条 4.3. “zxiCYo) 是 作用 在 jma(Y) 上 的 一 个 运算 笃 . 
- 设 w€ iraCY), & Em(Yo)， 据 定理 4.1 的 (i)， dl(éa)= 5 一 


二 1, 因此 SueE 和 (ZJ)。 如 果 § 二 dB, BEn(Y， Yo), 由 于 a 是 


在 ma(Y，Yo) 的 中 心 内 ， 则 ex 去 月 十 有一. 这 样 ze(Y， 


Yo) 平凡 地 作用 在 jr Y) 上 : 于 是 嫩 mY /dr Y, Y,) 作用 | 
. 在 jrz(Y) 上 . 但 是 ， 据 癌 伦 序 型 的 正 合 性 ， i 导出 一 个 同 构 - 


m( Yo) /dns(Y , yo) ~ im( Yo0).. 这 就 证 明了 系 . 


如 果 Y 是 一 个 2 维 ( 速 通 ) 单 各 复合 形 ， 并且 是 它 的 1 难 蕉 本 
- . 绚 , 这 时 可 以 证 明 


7) 二 ni(Y) 和 mil) = 0, 


因此 7 是 一 个 同 构 . 系 4.3 中 所 描 述 的 运算 这 时 就 与 m(Y) 在 
xz(Y) 上 通常 的 运算 重合 , 交错 模 的 理论 已 经 在 J. 豆 . C. 威 脱 海 
特 ， Bull. Amer. Math. Soc., 55 (1949), 453—496 页 中 有 过 研究 ， 四 
其 中 ， 季 姓 明 了 在 这 一 个 特殊 博 珍 下 zo(Y，Y 三 于 种 意义 上 是 


bd - 


2 .1 


- 四 ， 日 站 四 2 
' : 本 . , : : - QA 
二 
. . 和 。 。 _ ， 1 


上 


， .各 


一 个 “自由 ” 交 铺 模 ? i 
55. 几 个 特殊 情形 ， i 
定理 5.1. 因果 在 了 中 可 站 要 形 到 yos telyoy 期， 
: mYs Yo) TmY) tra FD), #2 
设 %: YX I 一 了 是 一 个 映 入 使 得 | 
: hp 0 DD=p, pEYo, (yo 2): = hp 1): 一 yo … 
. ， pEy0os 2CGT。 和 
烙 定 下 pet 2 一 Yo, yo\ 定义 了 :Im Tri Jr- y, Yu， yo 为 
Ce = hft, so!) mm). 于 是 J~f 显然 导出 一 个 
辣 芒 5: ra Yo) 一 可 (7 了 o). 考虑 序列 
zati(Y， Yo) 9 ra Yo) rlY) > ol (Ys Y0) - > zl¥o). 
了 是 Vadp = 1 如 困 m > 2， 则 有 
| i zs(Y, yo 一 2 (0) 十 proriCYo) = jxn(Y) 十 pre (Yo) . 
现在 是 一 个 同 构 . ! 同样 ,4 2 二 1] 是 到 za(Yo) 上 的 同 态 ; 因此 据 正 


全 性 ， ; 就 映射 到 0 而 j 是 一 个 同 构 . 如 果 二 = 二 2. ,这 就 有 ly, 
Yo 中 的 任意 一 个 元 素 可 以 唯一 地 表示 为 


和 wy x€Ejra(Y), yE pea YO)s 站 
共生; 各 是 同 构 上 面 的 x 和 y 的 交换 性 可 以 从 这 样 一 个 事实 


每 出 ， 即 jzrrz(Y) 是 在 zz(Y ， Yo) 的 中 心 酚 ( 沪 个 定理 应 用 于 当 Y. | 


是 一 个 车 而 Yo 是 它 的 芮 了 子 集 时 ). | 
定理 5.2。 和 如果 Yi 是 了 的 一 个 次 端 核 ;期 ，， 
ae(YD rlY0) + rlY, Yo), n>2 
机 在 Y- 四 是 这 一 个 保 核 收 禹 ,因此 有 Yo 二 1 于是 ,如 
村主 是 个体 等 映 象 Yo 一 了 ,好 一 1 因此 Ai 一 其 中 i 

. Ra ¥) 一 ra Yo) . 
z “是 由 4 时 出 的 ， 而 ; 是 由 导出 的 内 射 变换 rr(Yo) 一 aa(Y)。 这， 


D 天 进一步 的 一 些 业 时 已 色 由 WwW. H. Cockcroft (Quart. 了 Math., 2 (1951), 
| 123—134, 159—160) 和 Anne Cobbe Qibid. pp. 2697-285) 葵 出 。 . 


波 轩 俯 下 后面, 当 不 下 起 和 全 时 ,起 们 就 中 去 同 丰 isd 中 的 区 数 下 标 。 


和 


人 


人 


就 有 zx(Y) 一 DA 之 2, 而 i 是 同 构 ,n 之 二. 画 - 
到 同 伦 序 列 ， 我 们 看 出 dnt1 是 到 0 止 的 ， 7 之 1， 因 下 js 是 到 
sa Y, Yo) 上 的 。 由 于 j 的 核 是 iraCYo) >» jl 0). 就 是 EC0) 


\ 


到 xolY Yo) 二 的 一 个 同 构 ,所 以 


gnCY) 2 wa Yo) + za(Y, Y0), n> 2 
定理 5.3。 因果 了 可 以 变形 到 Ye. 肉 ，relyoy 则 
,rn Y0) : 全 xalY) 十 rsii( 了， Yo) 7 之 2。 ; 

设 有 :为 一 YY， yo 是 这 一 个 形变 讽 f:Y ,一 Yo; 加 由 
fC)= hlp) (p€ Y) 给 定 ， 并 且 训 了 导出 Lak xa(Y)>xo(Yo). 于 是 
~ 1:Y, 加 一 YY yo， 从 而 2 一 1: xzrv( 了 ， Yo) 2 Ha , yoy. 这 - 
就 得 mw(Yo) 二 六 rs(Y) 十 证 (0),， wn 之 2, 扬 是 同 构 刹 i 是 到 
zz(Y) 上 的 ,x 之 I。 回 到 同 伦 序 列 ,由 于 i 是 在 上 的 7 驯 且 对 到 
0 上 天 而 2 是 一 个 同 构 , 所 以 i : i 
i Xn Yo0). = frralY) + rinaly, 0» : 
NF 和 4 是 辣 构 ?. 
”不 仅 是 定理 5.1， 52 和 5.3， 而 且 还 有 小 各 把 子 第 作为 直 楼 和 


四 面包 含 在 相应 的 全 中 的 区 严 方 法 都 是 很 重要 的 .. 同 时 我 们 要 注意 


到， 看 作 是 定理 5.2 的 一 个 推荐 ， 如 果 Y 是 的 一 个 收 粮 术 ， 则 
za(Y, Yo0) 是 交换 的 . 加 \ | 
6¢. 两 个 空间 的 并 集 的 同 伦 披 . 机 六， YY 是 两 个 弧 式 速 通 的 
| - 察 斯 道夫 空间 ， 它们 有 唯一 的 一 个 公共 点 yo 芽 且 丽 工 UY 是 四 
“由 宅 们 的 并 集 作成 的 宏 天 ?2 我 们 把 YUY 和 Y xY’ 的 子 集 . 

-YY Xy Uy x Y 剧 周 地 看 待 ， 这 里 (ys 70 是 YX yi wnX Y - 

”的 公共 点 ， 的 

定理 6.1. Ee x Y’) yy) + mY) 

”定理 62， wo( 了 U Y') 一 (了 ) t rlY’) 十 men X 了， 

YUY “zz >2. : 


me 


“DD 彼 者 应 歼 注 意 到 定理 5. 1 和 5.3 的 驻 明 方法 是 类 伏 的 。 
人 这 也 就 是 避 设 ， Y 和 了 淖 作 是 Y UY A 


.44 


(在 Seifert 和 Threlfall 合 蔷 的 Lebrbuch der Tbpdlogien 一 韦 
.中 ， 钙 肯 了 nm.(YUY') 是 mY) 和 ma(Y 人 ) 的 自由 积 。 ) 四 
机 mw:YXY’ 一 Y 是 由 m(y,y') 所 定义 的 投射 ， 芥 且 改 
ti 了 一 YX Y' 是 恒 等 映 象 i(y) 一 (?) 90. 类 似 地 ， 定义 mm, » 
着 且 发 ms ms ”导出 A 
:ze(Y XY) > ralY), py :xlY x Om )， 
rm(Z) 一 mm(Y X Y'), 六 :ro( 了 ) > xolY X Y)。 
于 是 显然 有 pi =pi 一 ly pi 二 pi=0 (和 雾 " 同 态 )。 
融 了 : xs X Y 一 mo( 了 ) 二 mo(Y) 是 由 
2(o) .一 Ra) 十 Ca) i 
所 给 定 的 同 态 :. 我 们 证 明 7 是 一 个 同 构 . 申 于 j= 一 Pi 一 工 
和 pu’ 一 大 一 0; 这 就 有 
niB +iB) =B+B, BEn(lY), Bem(r) 
于 是 了 是 在 七 的 . 更 在 设 wy(&) 二 0， 着 且 融 六 7 ry YY XY’, 
(3yoy 7y0》 代表 Co 屋 设 fx) 一 (g(r), 8 ‘(x)), xC ”因此 8: 1”, "> 
一 了 代表 na) erTr， 加 一 了 yn 代表 L 0). 由 于 wa = 


(= 0， 就 存在 辕 众 ， 


pg: :2 了》 0 好 :I", TY, 

. Eg 0 一 8 2 一 = yo580 一 g 3 giCT? ) 一 yo. 网 伦 
| ， ' f(x) = - (gCx)> gz) 
/ 这 时 就 把 f 竟 形 为 党 什 映 象 ， 而 定理 6. 1 得 以 外 月， 

: 证 天 Ur), 2 :my nalY UY'), 
四 CUT 一 mm Xx Y) 
是 内 射 变换 ， 养 旧 定义 , 

i 0: xa(Y) + za YY’ ) gly xX'Y’ >， 

1 mY KY) YY UY). ，, 

. 为 0(8+B)=iB+iB', Ia) = iple) + ip(a), BE x C7), 

BEn(Y)s aEra(Y XY), 于 是 90(B + B)SvGB+iB)= 


， ”二 有 江汉 涵 教 授 避 的 汉 泪 本 一 - 亩 者 注 . 


”一 6 下 Bf 因此 0 一 1 但 是 了 是 _ 涉 同 构 ,所 只 的 一 1 委 就 
得 到 并 i 7(a) 一 i* Gp +7 1 C0)) = ip(a) 十 2 Ca : 一 : DCa) 一 i 
一 w。 于 是 六 是 说 的 一 个 右 赣 变换 . 此 外， NB = HiB + piB 二 


一 芳 , 所 以 形 一 万 天 一 妨 并 且 ~ 


ro 了 Xx YD) -一 Pa (Y) 十 nz (7 一 tmlY) + i 8 )， : 


从 而 
: YUYD = 和 (xy + :0) = 
一 xn(Y ) +z YrslY’) 十 ; ie (0)、 
由 于 YUY’ 可 以 内 射 到 Y 了 或 Y 上 ,7 和 7 显然 是 单价 的 . 
考虑 对 了 X Y’, YU'Y’ 的 同 伦 订 型 
加 nny x Y, YUY) SY UY 


; ly xz 二 my XY’, YUY) 


4d, | 
FraYUY) 一 | 


于 是 i* (0) = drori(Y X Y', YUY’). 由 于 5 * 是 在 上 的 ?， 


2 之 2，j 就 映射 到 0， 关 区 2， 所 以 是 同 构 ， 2 > 2.。 这 样 就 有 
: UY i + + i | 
+ dr YX Y's YUY’), n > 2， | 
“其中 i 旋 2 是 同 构 . 应 鞍 注 意 raYUY 经 确 , 兢 而 内 射 到 旋 的 
彼 加 项 zs(Y), zo(Y') 上 . 同时 可 以 看 出 arz(Y X Y',Y U Y ) 是 
YY ") 的 换 位 子 芥 [mY), zy )]. 
一 个 三 数组 的 同 伦 序 列 . 发 4 是 一 个 弧 式 速 通 的 空间 ， 而 
“8B 和 是 的 于 尖子 CCBCA. “于 是 我 们 
”有 辣 伦 序列 
d+1 


2 守 
- :一 ma(4， Dela, Oa, 0 
. 


取 jia 4, By) 么 . 


， 


DD 算 着 已 村 现 察 到 ,在 基于 正 合 序列 法 放 明 里 常 沉 合 有 这 样 的 术 上 ， 便 知 如 是 
到 An(Y) 上 的 ”. 俯 从 布 巴 齐 CBourbaki)《 以 及 其 他 一 些 人 )， 当 清 楚 的 了 解 到 
时 ， 和 人 靖 单 电 肝 作 “ia 是 在 上 的 ”， 


~ 46 * 


[9 


Lj 
， 


其 中 这 六 是 由 恒 等 爱 象 ”， 
| 五 ，C 一 4，C， ha 
加 两 射 变换 ， 而 24: 哩 Cs Nat1 (A ， B)— x B) 糕 以 
、 zalB) 一 各 (By 6) 租 成 的 变换 。 这 一 人 序列 呼 作 三 数组 (4 B， 


“CD 前 周 伦 序 列 。 如 果 C 是 同 伦 大 的 基点 ， 已 就 还原 为 对 (4 8) | 


的 同 从 序列。 
”， 定理 7.1, ‘三 数 起 (4 有 BC) 的 辣 从 序列 是 正信 的 


z 下 可 可 以 从 定理 2. 1 和 某 些 初等 的 事实 得 出 , 我 们 只 打 个 措 这 四 


(0) = 一 1 ref(4， B): 
的 证明 ,考虑 下 面 的 图 解 。 z 
0) = x(C) 


a 
i . Tp 办 


rot BB) -> CB) 一 x A) 
- 六 六 

器 . Le 

: ealB, CC)— f(A, c) 


4 站 dn ', , 


‘Joi C ) -一 oC) 
这 里 dp+1， is 是 对 (4» B) 的 序列 的 同 态 MR; A 是 对 (B， 


0) 的 闻 伦 序列 中 的 同 态 ; 而 袁 ， 者 是 对 (4，C) 移 同 伦 序 列 。 


有 中 的 同 态 ” 据 定 义 我 们 有 dp 二 dar1, 另外 下 面 的 “交换 性 " 淡 
.isis = jn; 于 次 二 jz do 这 = ds. 
、 现在 识 a€E rari(d> ‘B). 因为 indnt1 一 0， 所 以 
a 一 dn = 一 jrfndat10 一 0。 外 
加 这 样 ,4 ds+irnt+1 CA, B)'CS 过 (0) 其 次 , 设 ot naCB, C)， 并 且 裔 
#0 一 0. 于 是 dna 一 dz 这 Ce 一 0， 据 正 合 性 ， a=jsB, BE x BY., 
“于 是 0 = 让 g 二 吉 训 Bb 一 六 obs 据 正 合 性 iaB = i Ys YE ra C). 
By) = 8 — iy = 0, 四 
据 正 合 性 ， 有 一 zy 一 don6, 6C rari( 4, B), 关 且 由 生 /六 一 0， 


I. 47， i - 


.a= 六 B= 二 训 (B 一 7) 一 dannd 一 2 
这 样 就 说 明 着 (0) Ca Heti( A, B), 从 而 完成 村 io) = 
一 diiron A, B) 的 奸 明 ， 定理 的 其 它 部 分 可 以 类 似 地 话 明 , 
对 于 三 数 粗 同 伦 居 的 定义 、 性 质 和 应 用 ; 可 以 湖 看 A. L. Bia- 
kers and WwW. 5S. Massey, “The Pomotppy, groups of a ‘triad, 了 | 


Ann. Mazh., 53 (1951)，161 一 205 
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第 五 章 深 推 空间 


1. 定 义 和 基 本 定理 .， 届 4: xx- 了 是 下 瞻 XY ae 


且 具 有 下 面 的 性 质 : 
(i) 每 一 个 原 象 集 和 91(y)， yE€Y 都 F 同 胚 于 潜 一 个 空间 A. 


| 《二 存在 了 的 一 个 开 复 盖 {U0) ;其中 的 每 一 个 0 对 应 一 个 拓扑 
“ 映 象 J:UXA4 一 10), 且 当 yEU,a€4 时 有 有 Cy, a) Ey)， 
”这 时 我 们 就 鹃 叉 是 一 个 半 维 罕 关 9, 以 Y 为 底座 天 > 为 籽 稚 ， 


| b: X 一 了 为 投射 (或 村 从 映 象 )， 


网 (GDX 一 Y x 4. 这 时 B950) 二 yyEY ee yi 


“ 开 集 的 任 一 个 基 {U) 可 以 看 作 是 开 复 语 ,而 小 是 恒 等 映 象 . 


(i) 天 是 了 的 二 个 复 盖 室 间 ， 这 时 4 是 一 个 离开 点 集 , 是 


复 羡 映 象 X 一 Y，{U) 是 实现 X 与 Y 天 局 部 同 胚 的 邻 域 的 一 个 


基 。 X 中 所 有 在 了 的 一 个 已 输 点 上 的 点 通过 4"“ 标 出 "， 且 假如 


| J(y, 4) 是 y 在 U(y) 入 中 的 在 . ye 上 上 且 
指标 为 a 的 点 的 邻 域 隔 的 拓扑 变换 下 的 象 . 


(i) 是 一 个 考 比 亚 士 (Mébins) 带 ， Y 是 一 个 贺 周 ， 4 是 一 条 可 


线段 (图 1). 


3 关于 定义 一 个 盾 维 从 所 需要 的 附加 的 构造 可 以 寡 夏 史 注 路 德 (Steenrod) 所 等 


, Topology of Fibre Bunalies, Princeton. 在 这 一 章 内 我 们 将 不 涉及 坤 村 和 灼 “ 竺 ”。 


9” 


《iv) x 是 一 个 克 林 (Kicn) Y 是 一 个 加 周 ， 4 A 
(图 2 )。 
(v) 紧 致 李 替 了 X， 作为 一 个 流 形 y 上 的 传递 下 药 到 Y 上 的 


，， 投射 由 选 好 一 个 特殊 的 EY 并且 定义 $(x) 一 x(%) 所 答 出 ， 原 .… 


象 集 区 Ky) 这 时 只 是 X 中 使 得 如 不 动 的 子 草 的 左 陪 集 . 这 一 
情形 中 夯 数 J 的 存在 由 莅 华 雷 (Chevalley) 所 著 的 "Theory. of Lie 
| Groups (Princeton 数学 从 书 第 12 种 ) 中 110 页 命题 1 答 出 ?. 
研究 又， 多 和 4 间 的 同 伦 关 条 是 有 趣 的 并 且 也 是 重要 的 . 例 
如 ; 秆 维 理 葵 中 的 一 个 中 心 问题 就 是 截面 的 存在 性 (或 不 存在 性 ) ， 
所 请 截面 序 一 个 映 象 1:Y 一 X 使 得 $f:Y 一 Y 是 恒 等 映 象 ， 我 们 ， 
将 看 到 [这 一 个 关 题 由 于 研究 和 ,YY， 4 的 同 伦 关系 而 得 到 关 明 . 最 
近 , X,Y 和 4 的 同调 关系 已 经 有 了 一 个 研究 ， 不 过 我 们 并 不 在 这 
“里 讨 论 它 ,只 在 $4 内 关于 它 的 应 用 有 一 个 指明 . : 
秆 维 空间 上 的 基本 定理 可 以 际 壕 为 一 个 扩张 定理 . 
! “定理 1L1。 设 KK 是 一 个 (有 限 ) 音 慈 复合 形 ， 于 复合 形 CK 
是 K 的 一 个 形变 收缩 术 。 说 加:L 一 驻 是 一 个 映 象 ， 合 得 20 一 
一 gh:L>Y 容许 一 个 扩张 8: 衣 一 Y。 这 时 可 以 扩 旨 成 HR 
使 得 g 一 四. 四 
”自然 , 工 上 的 任何 一 个 到 (与 Y) 的 映 旬 准 痢 一 个 对 于 天 的 
扩张 . 这 一 定理 的 作用 在 于 : 由 一 个 扩张 我 们 下 以 第 凑 "已 给 
的 扩张 g。 
为 了 让 明 这 个 定理 ， 我 们 先 处 理 下 面 的 特别 情形 。 我们 到 
下 一 G XT 工 一 CCXO0OUG X 了 ， 其 中 的 = 是 一 个 于 单 大 形 ?， 并 
且 假 定单 位 区 间 可 攻 分 成 0 一 如 , 2 … 因 一 TI， 便 得 对 于 每 . 
一 个 i 二 0, 1, .7 一 1，g(CG X (ii, t+1)) 包 合 于 其 一 个 开 第 z 
U; 让 现在 假定 万 已 释 扩 张 臣 - 
o X 0 在 Us xI—X, 


1) 注意 ,我们 可 以 代 棕 了 为 电 的 周 呈 条、 商 符 间 上 X/Xo, 其 中 Xo 是 使 得 ye 不 动 的 ， 
子 营 。 
圈 如 果 0 是 轩 检 的 ,是 只 的 ,而 到 一 oxo. ~ 


0。 


| : gf = le x do, UG xL. 和 
我 们 靶 m 一 ax tri 二 x 人 >。 这 时 
: er Uti) = glos YU ti) Celo X bai, t+1)) C Us, 


z 于 是 fi(oi Uri) C $1(U:i). 现在 存在 一 个 拓 提 映 象 :UiXA> | 
> $U. 我 们 定义 映射 hi:o; U Ti 一 U;， ki:os U tA4 为 


: fCp) = iBip), Bp)); pEo} Ur i 

1 现在 yi;(h (Pp) ki(p))=Ah(p). 这 时 bi(p)= $fi(D = zs(p), 
所 以 如 对 于 @ X 《eol 的 一 个 扩张 由 天 9) 一 8(C) gEo xX 
X 《ai; tt1) 葵 则 ， 衣 0 是 oxX 《#9 tit1)》 到 oi U Ti 上 的 一 个 保 核 ” 
收 系 。， 于 是 名 对 于 5 X 《5 ts) 的 一 个 扩张 骨 (g)' = 0Cq)， 


‘gE€oX ss, ti417 给 出 ， 定义 fin(g) = bi(g(q)» ki0(q)),gE ox | 
X La, fiti) 我 们 就 把 大 扩张 为 firi: So x 《0, ti) UG x TX. | 


“ 册 作 法 , $fini = g|o X 《0, #4D) US Xx 了 重复 上 面 的 区 让 到 也 z 
: 霸 的 程度 ,最 后 我 们 作出 所 需 的 映 银 ?了 . z 
” ”现在 回 到 一 般 情 形 ， 我 们 答 定 一 个 映 象 2 p:K X 了 一 K， 适 ， 

合 于 plp» 1)= ps p(q»t) =q, p(KX0)=L,pEK, gq€L, :EI. 


-Bu 


和 


,IL*=KX0ULXI, K, = K'UL, EXOUR XT 
《因此 L* == K*); 井 且 定 义 | 

fe :Lt XX, LY, pg :KXI>Y 

: 为 疗 一 fop, gp 一 gop, g* 一 gp。 我 们 可 以 进一步 假定 KK 已 经 很 
好 地 割 分 ， 以 至 于 它 的 每 一 个 单 炖 形 o 具 有 在 什 明 特殊 情形 时 所 


“ 需 的 性 盾 。 然后 可 以 假定 内 已 烃 扩张 成 访 1: KY 一 六 且 $f 二 


es (和 注意 go = $1). 如 果 r < dim K, :我们 对 于 每 一 个 
oxXI 扩 张 凡 1 (如 同 在 特殊 情形 ) ,使 得 cc 的 内 部 属于 KL, 
得 到 一 个 映 象 f42: Ka 一 X. 糙 炉 依 这 一 方法 进行 ， 直到 我 们 得 


1) 红 明 交 峭 科 仪 在 于 利用 这 样 的 这 实 : 在 局 部 上 ， X 和 YY 与 4 的 商机 有 和 
的 拓扑 性 盾 。 
“ 2) 注意 :为 便利 起 见 ， 我 们 反 旦 了 攻 术 加 从 天 才 天 


5 


光一 个 映 旬 有 : 玉 X 工 一 X ,pp ee 
”最 后 ;我 们 定义 下 : 六 一 XX 海 (9) = Fr(p,1), pEK,. : 了 是， 
如 果 g€L, 则 z 
f(g) 一 六 Ge， 1) = gs1 1).= folg 1). 一 fl), . 
“并且. 
$f(p) = pr{p, 1) = g*Cp, 1) = :gplp, 1) = (DD). 
因此 映 象 f:K 一 满足 定理 所 要 求 . z 
“作为 这 个 定理 的 一 个 特殊 情形 ， 我 们 有 : 
定理 .1.2 ( 升 膛 周 伦 定 理 ). 训 族 : 到 一 三 是 一 一 不 喘 名， 里 -- 一 个 : 
(有 限 ) 单纯 复合 形 K 入 和， 并 且 候 说 go = fo: KK 一 Y 宏 亩 同 伦 : 
g::K 一 Y、 于 是 及 容许 同 伦 所 :KK 一 久 使 得 pf: 二 gi。 | 
我 们 只 需 在 定理 1.1 中 蔡 换 玉 为 天 X 了 I, 工 为 K X 0. 


丽 为 琢 远 定 为 了 的 同 伦 克 0 的 基点 , 说 如 是 上 的 糙 维 ) 着 


且 酸 wkE 4. 稚 沁 作 为 X 以 及 和 ,区 的 同 俗 模 的 基点 . 于 是 由 导出 
binKs Ado dm) 
定理 13. 对 于 所 有 的 >， 四 是 一 一 个 在 上 上 的 辣 构 . 
. 自然 ， 由 只 能 断定 为 集合 ra， /o> ‘0) 到 集合 mCY， yo) 上 的 
.一 一 映射 . 
首先 ,发 是 一 个 映 象 所, 5 一 Yo 并且 可 和 是 5 一 中 的 
基点 . 由 fl po) : 一 go 输出 的 上映 义 fo: po 一 XX 使 得 $f: 加 一 Y 有 扩 
张 g: 歹 一 了 Y。 由 定理 4.1， 有 扩张 EF" 一 X 使 得 二 go。!' 由 
| 于 gs 一 一 二 yy 友人 C Ao, 所 以 是 一 个 丑 旬 E， 3 pa 久 ， Ar 
mo) 工 且 9, 是 到 x(Y, yo) 上 上 的. 
四 其 次 , 识 了 :FE， ST1, po 有 X， 使 得 
$f ~0:E", S71— Y, yo. 
定义 hj X0UpXI 一 X : ;i | : 
| ~ fly, 0) =7F(p), pEE', folpo, #) = ao tET. 
”映射 fh:EX0 U poXIT 一 了 容许 扩 张 8g: Ex1, S™ XI Y, yos 


1) 和 如同 以 前 那样 , 我们 能 够 女 求 Y 是 驱 式 违 泛 的 (不 然 的 攻 我 们 可 以 代 痊 它 为 . 
yo 的 珀 5 汾 冯 )， 但 我 个 并 不 要 求 X 和 4 是 弧 式 连通 的 。 


"时 be 


其 中 8 是 时 到 常 值 映 象 的 给 定 的 同 从 容 岛 证 明 (代替 EF" 为 7， 
加 为 (0,… ,0)) 声 X0U poX 了 是 饭 X 1 的 一 个 形变 收 纺 核 ， 
于 是 我 们 可 以 扩张 有 成 1:E XT 了 I 一 XX 使 得 gf 二 g。 再 者 , 由于. 


CS XT)=y, fCS"!: x 7) C d 妇 ,所 以 f 是 一 个 映 象 


E’ X 工 ， Sm X 了 ， po X 工 一 斑 ， Aos ao. 
现在 g(FrX1) = yo 所 以 f(rX1)CA4o， 于 是 由 fCp) 一 fp,1), 
P&B’ 欠 出 的 映 象 六 :EF 一 代表 zx,(X, Ao, a0) 中 的 0. 同样 地 
对 于 了 :EB7, 5”!, po 一 六 ，Ao, co 从 而 办 是 同 构 而 定理 和 导 以 证 明 -. 
”和 柔 1.4.， 和 如 果 久 是 骏 4 为 十 把 的 里 扒 空 问 ， 内 mx《X, Ao) 是 
可 澳 的 。 : z 
定理 工 3 的 一 个 特别 重要 的 特殊 情 清 形 如 下 : z 
定理 1.5. 如 果 了 了 是 了 的 一 个 复 盖 空 间 ， 上 如果 名 是 加 上 
任意 一 个 点 , 则 中 导出 同 构 
mF, 各) Ys go) -> 2， 
大 且 9 各 是 m4( 了 ,和 %) 到 mu(Y, yo) 夫 的 一 个 同 构 . 区 
: 因为 在 这 一 情形 下 灶 灯 4 是 离散 的 。 于 是 ， 由 于 8 一 是 连通 
、 鸭 ， r > 2 ， 任意 章 的 贞 象 天 SS 加 一 全 ， < yo 的 确 是 一 个 映 旬 | 
Sr 为, 并且 任意 的 同 做 
加 fiE', 9 ， 加 一 Y, Ao, yo 
的 确 是 一 个 同 从 所: E’, S" 1i— ?, %. 再 者 ， 如果 
: :EB, S", po Y, do Yo 

z 是 衣 : 已 ;So 一 人 为 的 一 个 同 伦 ， 由 于 任意 一 点 在 旋 下 的 路 程 是 
连 蔬 的 ， 副 又 有 fs 也 是 一 个 形式 为 六 :如 3 一 7， 加 的 同人. 办 
些 ， 如 果 六 是 闪 射 
(人 No) xlY, Ao, 为 ); 1 
则 } 六 是 一 个 同 构 ( 在 上 )，r > 2; 并 且 放 单价 地 ? 映 mC?， 得 大 
mlY, /A0, 0); 由 于 pr 一 dj, 定理 就 从 定理 1. 3 (因为 pr 确 为 一 
个 同 态 ) 得 出， 
1) 这 党 是 机 是 一 对 应 的 ; 且 应 包 住 Tx( 节 ,Ao， Fo) 没 有 征 的 构造 ， 

。53e。 ， 


了 采 16. (3S) 三 0， +> 2, 

”因为 圆周 5! 有 无 限 直 线 作 为 万 有 复 盖 空间 ， 并 且 直 重 的 所 有 z 
同 伦 至 显然 为 零 由 直入 到 图 周 的 映 别 仅仅 是 $0) 一 “是 突 加 
条 1. 7. 因果 p 加 是 7 楷 实 摘 影 空间 ,出 z 

mp”) = Za, wp) ~ 可 (Sr )， > 2 
定理 1.3 可 以 相对 地 推广 研 以 下 定理 : ; 
定理 .1.8. ”如 果 Yo 是 Y 的 一 一 个 包含 yo 的 几 了 人 有 如果 

一 由 《7o)， 则 中 导出 同 罗 

dr: Tr(X， Xo, ao) ~ zx(Y, Yo， ye) . 
如 果 我 们 把 X 特殊 化 : 作为 Y 的 一 个 复 盖 空间 Y, 名 且 定 六 
= $1(Yo), 则 我 们 看 到 复 盖 映 象 罗 导出 同 构 $!: nCY, 多 ,1) 
加 二 了 Yo， yo0)。 如 有 果 +r > 1, ;我 们 可 以 代替 Y 为 包含 加 的 红 式 . - 1 
”连通 的 分 支 . 
2. 霍 下 夫 征 稚 化 . 我 们 将 定义 一 个 映 象 中: se $2, 并 且 证 z 


/ 


”， 角 它 是 秆 准 空 间 8: 到 底 空间 9 .上 的 一 个 投射 且 以 5: 为 灶 准 ， 我 、 


“ 们 把 5 表 作为 合 于 zi31 十 wzzz 二 1 的 两 个 复 变数 (za zz) 的 空间 ， 

工 且 把 3 表 作 为 射影 直线 , 谍 的 点 是 不 全 为 雳 的 两 个 复数 所 成 的 
“复数 偶 的 类 , 这 里 我 们 置 [a, zw] 和 [xd 世 ] 于 同一 类 ， 如 果 存 在 
一 个 复数 4 使 得 二 Mai 到 一 Mao。 我 们 然后 定义 $:5:— 5 为 
$a z2) 一 [sy 为]。 由 于 我 们 可 以 “正规 化 ” [aa, zz], 通 过 除 以 、 
~ (121 + 282)3 ,这 就 有 : 映射 到 5? 上. 同时 Cg1, 发) 与 (19 22) 
在 $ 之 下 有 同样 的 象 ， 当 而 且 只 当 有 4 屡 得 4 二 Xa 有 二 2zz; 但 
这 时 / 将 
. .1 = 231 + 2%82 一 -Cs . + 2282) 一 7, 

所 以 1 一 工 因此 ， 如 果 中 (zi 22) = 一 [ zi, 22] ， 了 则 dg [say 22] 由 
这 样 的 点 租 成 :它们 是 由 把 (m, zz) 的 每 一 个 坐标 乘 以 ce; 一 x 之 “ 
< 0 和 < 而 得 到 。 换 句 话说 7 S? 中 的 点 的 道 象 集 是 5 上 的 大 图 
我 们 有 5 的 一 个 开 复 族 . 由 S? 一 [0,1] 和 8 一 [10] 组 成 ， 巡 


果 我 们 以 上 记 zw, 当 为 二 0 证 4 二 ,区 我 们 可 以 称 这 些 开 集 。 


~ 54 。 


2 


是 宁 一 0 和 惨 . 我 们 定义 扰 间 映 象 。 。 ; 
:Cs — 0) XS $s —0)., 


0 i0 


(一 人 

AN 让 站 
[ae lab 

| hw, 0) = (Ce, 0)，， 

并 且 我 们 定义 拓扑 上 映 象 如 :R? < S— 9 (R) 为 = 


. et ' 
p50) = (二 到 十 zz VIi+|pl 四 
加 于 十 映 旬 由 就 具有 所 要 求 的 性 质 ， 从 而 它 导 出 同 构 $b, : rr 
(53, 5) ~ mS).. 由 于 5 在 5 上 可 以 缩 成 一 点 ， 我 们 有 ? 
i + |) NAS, $1) ~ ,83) 十 mr CSD 
因而 ， 和 如果 + 之 3， 从 系 1.6 束 得 到 
Fr 53) ~ nr Ss, 3S1)。 
此 外， 这 一 同 攀 是 由 内 
jix(S) (3 ， S 


Je 0) = 


1 . 


导 由 ,于 是 我 们 就 有 : 和 0 

定理 21 喘 委 由 号 一 瑟 导 出 同 构 : nr C5) 一 二 
7 之 3。. 
系 2.2. as 基 册 “要 夫 "英和 sy 的 关 生 记 的 无 
” 腿 循 环 验 。 ; . 
` 同 法 ， 我 们 可 以 定义 7 到 s+ 上 的 一 个 投射 ， 自 且 以 5 为 症 维 ， : 
我 们 把 Ss? 下 作为 使 得 PA 十 19 一 一 工 的 两 个 四 元 变数 《ai qz) 
的 空间 ; St 表 作为 ” 四 元 射影 直线 ”， 它 的 点 是 不 全 为 那 的 两 个 数 
9 的 偶 [qq 的 类 ; [a gl 和 [gu gzl 属于 园 一 类 ,如 果 存 、 


在 一 个 四 元 数 4 使 得 gi 二 gq1, q; 二 992。- 如 前 ， 映 象 (qq2) > 
一 > [gq 9z] 贞 5 到 S+ 上 ,并 且 诞 象 集 可 以 由 送 象 中 的 一 个 点 招 z 


”的 坐标 乘 以 (在 左边 ) 单 位 模 方 四 元 数 和 得 到 . 因此 所 有 递 象 集 都 是 
大 的 3 维 球 . 再 省 我 们 取 5 一 to, 1], S* 一 [1, 0] 作为 5 的 开 


1) 寡 看 第 四 章 定 理 5.1. J 


1 上 


复 盖 , 并 且 类 似 地 定义 拓扑 且 繁 加 ,do 
由 于 昱 在 8 上 可 以 稿 记 一 点 ,我 外 有 
x $3) ~ 一 x ) + rls). 
放样 ,台风 同 机 入 :C97 3) 之 (3) 二 (99 和 由: 
定理 2.3， (8) 一 mr(S7) 十 riCS3)。 
系 2. 4. (8) 一 ms’) ， 76(S 7) os (3 ). ， 
汉 2.5。 w(S') 有 一 个 作为 直接 加 项 的 ， 由 时 上 次 旬 
S7 一 人 的 类 生成 的 无 恨 阶 循环 未 


™ 


上 面 所 答 出 的 作 法 可 以 推广 如 下 Ce 和 的 小 各 失 天 三 


“地 是 在 复数 情形 5). 


我 们 可 以 所 52 中 的 任 站 一 点 表 作 为 重复 数 Ca ms se 
z) 且 x]? 十 . 十 jz 一 1。 (> 一 1) 复数 维 数 的 复 射 影 空间 
Ma (n > 2) 可 以 下 作 为 7 重 数 [21，…… ; za] 的 类 所 成 的 空间 ，zi 


不 全 为 雳 ,其 中 我 们 器 [a，…， z] 和 [zi，…, 区 ] 在 同一 类 中 ， 
“如果 存 在 一 个 复数 和 使 2 二 一 人 2 ， 2 一 工 ， 2， 0 然后 映 象 


(zu ao) 一 [= 2] 是 5S 到 复 射 影 空 间 M, 的 一 个 鬼 | 
射 ,并 且 灶 条 是 So 上 上 的 天 辆 。 于 是 ,正如 在 特殊 情形 。 =2 中 ， 


我 们 得 到 同 构 呈 CQM,) 一 蕊 (8 十 mi(SD 从 而 有 : 
“定理 2.6。 力 (M。) 一 mr(S2" 0)，r 这 3, 并且 riCMo = 一 之。 
“ 震 2.7。 因果 M 是 复 射影 平面 , 则 。 

ma M3) = = (M3) 一 0， ma Ma) 一 x Ms) = 
”各 法 ， 我 们 可 以 定义 Si 到 (> 一 1) 加 庆祝 妆 的 网 秃 攻 时兴 
M0 上 的 一 个 投射 ,而 半 维 是 S4n-1 上 的 大 的 3 维 球 。… 又 下 如 在 特殊 
: 情形 x 一 2. 中 ， 我 们 得 到 同 移 
RQo) ~ nS pm - 十 -LS? )， 


基于 Os, 是 (xn 一 1) 元 鹤 效 (因而 也 就 是 ( (3z 一 4) ) 拓 拉 多 数 ) 的 | 


四 元 射影 空 关 . 
定理 2.8. zx.(0,) x Cs + CD), 


1 “在 实 至 情形 沾 的 推广 葵 出 Se: -> pn 其 由 pp 是 (人 一 了 楼 实时 影 咱 间 。 


容 看 采 1 
. 6 。 


AS 


法 29， (9 二 miKS9 7 性 Jn 一 2， 并 且 zi(O) 全 
有 一 个 作为 志 禄 加 顶 的 。 由 "要 上 夫 " 联 销 si 一 0. 的 半生 上 的 
无 限 循 环 量 . 


凯利 (Cxyley) 数 全 体形 成 一 个 阶 8 的 浊 阁 全 的 可 陈 代数 . 假 


各 我 们 打算 施行 一 个 如 同 在 复数 和 四 元 数 中 那样 的 十 分 类 似 的 处 


” 理 ; 以 获得 ss 到 s+ 上 的 一 个 投射 , 则 在 企图 定义 相应 于 凯利 数 的 。 ，， 


非 结 合 秋 法 的 “凯利 射影 空间 ”时 ， 我 们 要 遇 到 一 个 痕 千 . 可 是 ,我 
们 能 名 稍稍 变更 一 下 定义 而 使 得 S5 表 作为 3 上 的 新 维 空 间 3 且 


镍 奏 是 大 的 7 维 寻 .不 过 ,这 种 变更 并 不 能 使 我 们 得 以 推广 这 样 _ 


的 处 建 ,如 我 们 在 引 向 定理 2.6 和 2.8 前 的 玲 述 中 房 作 的 那样 . 

我 倍 把 S5 取 为 适合 于 | 区 时 十 + | 了 7 一 1 的 凯利 数 偶 (X, Y) 
的 空间 “凯利 直 线 ”Y 三 CX 以 及 “直线 ” X 二 0 互 不 相交 《 自 
然 ， 原点 除外)， 井 且 产生 RS。 我 们 把 SS 在 Y 一 CX 上 的 所 有 点 
z 与 钢 利 数 C 相应 , 在 和 一 0 上 的 所 有 点 与 无 准 远 点 ( 尼 把 8 维 欧 

有 几 星 得 空间 记 封 于 成 5S) 相应 . 这 样 我 们 得 到 .35 到 5? 上 的 一 个 


映射 并 且 原 象 集 是 “凯利 直线 "。 灶 于 固定 的 C ,方程 二 -CX 实 


际 上 是 Re 中 的 16 个 坐标 内 的 8 个 齐 次 生性 方程 的 一 个 集合 ， 因 
“而 ' 饥 利 直 厂 ”" 了 一 CX 是 Rs 中 的 8 维 超 平 面 释 过 5 的 中 心 且 
， 因 之 交 55 于 大 的 7 维 球 办。 如 前 ， 我 们 取 RR 和 5 一 吧 9 作为 5 
的 复 盖 并 旦 定义 的 
XRD 为 ， 


: aD z 
bic, ?2 = . 
轩 (ai [cE JI ,| : 
及 风 : (S: — 0) X 3 一 和 (CS 一 0) 为 《C 是 一个 凯利 
是 一个 六 
"gal, ,D) = 一 -一 ， -一 全 一 -| | 位 模 方 饥 利 数 ) 
/ I | 四 
Te TeP .; 
(oo， D=CD 


1) "是 六 Re 的 估计 原点 当 Rn 为 “个 无 用 通 点 所 NN， 革 些 作者 拖 它 写 作 Zn 
， . : . » 雪 池 外 


其 中 D/C 意 指 方程 CA= 站 的 解 4 


于 是 我 们 得 到 一 禾 “ 霍 F 夫 " 庙 入 3 一 S 以 87 为 十 约 ， 从 而 


有 : 的 
定理 2 2.10. 8) = Xx,(S5) 十 sr 
柔 2.11. mm(S9 ns), 7 <1I4。 


系 2.12. xi(S?) 包含 一 个 作为 直接 加 项 的 ， 二 和 : 夫 " 映 条 


S5 一 Ss: 的 类 生成 的 无 限 障 人 循环 大 . 


池内 处 理 社 的 记 有 的 媳 挫 ， 本 质 上 家 为 过 上 天 在 他 的 注 交 


“Uber die Abbildungen von Sphiren auf Sphiren niedrigeres Pi- 
mension”, Funidament. Mazh., 1935， . 427 一 440 页 中 所 描述 过 ， 


虽然 在 这 轩 他 没有 和 勾画 画 i 出 适用 于 球 和 庙 影 空 间 同 伦 车 - A 


3. 球 上 的 村 大 空间 . 答 夫 灶 稚 映 锡 SS S's sss 


个 球 上 的 半 蕉 空间 的 例子 . 于 本 节 的 我 们 考虑 一 些 化 简 了 的 


情形 ， 假如 底 翟 间 是 一 个 妹 它们 可 以 从 一 般 理 论 中 得 出 . 个 过 在 


这 样 作 以 前 ， 我 们 要 引进 籽 蕉 空间 的 同 伦 序 而. 


机 由 六 了 是 X 到 了 上 的 一 个 投射 ,是 秆 灯 是 4 这 时 如 果 
如 是 yEY 上 的 半 维 ， 我 们 知道 四 导出 同 构 多 : mt, A RY¥). 


猴 定 偶 (X, 4o) 的 正 合 序列 , 即 z 
ot(X, /10) Sm) 马 m0 : 怒 x (x, Lo) 一 … 


ok 
| 


一 fofs, Zr 一 LT， 
和 人 由 一 个 亲 的 正 人 序列 郎 


“一 rati(Y) xa Mo) 邑 ms(X) 2 力 zalCY)— .. 。 (3.1Y : 


叶 作 籽 维 空间 X 的 同 伦 序 列 ?2. 显然 它 是 正 合 的 ." 


现在 许 我 们 假定 了 二 S"。 由 于 zx(5”) 二 0,r<m ,从 序列 


3, 1 的 正 合 性 推出 ， 


-一 一 一 一 
了) 投射 中 :和 十 了 导出 辕 构 : jn; f1 多 是 一 个 总 ;尽管 mt 40) 人 


红 的 构造， 


。58 。 


Me 


oA) TN), nm-2 (32) 
同时 也 就 有 各-: 映射 xm-1(Ao) 到 zm-1(X) 上 ， 并且 iw-i 的 核 是 
dazm(S”). ”由 于 xm(5”) 息 无 限 阶 循环 的 ， 了 ns(CS”) 是 循环 的 . 
“假定 它 由 7 所 生成 ,于 是 7 xmiC4o)s 某 些 作者 把? 是 作 S? -上 
皇 稚 罕 阳 X 的 特征 类 ， 为 了 找 出 7 的 一 个 代表 ， 我 们 选取 一 个 映 旬 
z f:E”, Sm xX, Ao i 


代表 $51(1) ,其 中 1 生 没 CS”)， 然后 帘 锯 1 于 5" 联名 1 本 罗 | 


以 取 作 EB” 的 内 点 集 上 的 同 胚 映 象 . 

:定理 3.3。 撤 奴 空间 六 有 一 个 截面 , 当 而 且 仅 当 7 = 二 0。 
我 们 回忆 一 个 截面 乃 是 一 个 映 象 g:Y 一 XxX 使 得 $g 一 1。 候 

定 一 个 截 商 是 存在 的 现在 映 象 由 导出 周 态 :zo(X) -一 C5"). 


”由 于 几 有 一 个 右 道 映 象 ,这 些 同 态 一 定 是 到 xs(S") 上 的 。 特 负 加 


上 映 zv 区 XXX) 到 rms”) 上 ， 因此 ， 据 正 合 性 ; 4 2z% 庙 xm(S”") 成 0， 否则 

1 = 0. : 

: 现在 设 7 = 0. 然后 , 据 正 合 性 ， 入 映 ra(X) 到 sm 上 . 
-这 藉 含 着 存在 一 个 映 象 8 5” 一 使 得 pe ~1iS” 一 S"; 但 这 时 
定理 1.2 保证 gg 一 g387 一 X 且 $a 二 1 ,而 & 郎 为 所 求 的 截面 . 

定理 3. 各: 如 果 投 射 X 一 有 一 个 截面 , 风 。 “| 

(CD SY) + road); n>2. 

” 因 设 g:Y 一 X 是 一 个 映 象 使 得 gg 二 1, 而 且 &8 导出 yo: > 

z rsx), 则 yo7y* 一 1: za(Y) 一 : rm(Yy) ,出 此 ,如 果 n 之 2 则 mr(X) 一 

= yrs(Y) + 1(0), 工 且 Ys 是 同 构 . 现在 71(0) = onalA0), ~ 

据 正 合 性 ， 由 fot1 是 到 rari CYY 上 这 一 事实 ， 就 得 知 i fn “是 同 构 这 

就 证 明了 定理 : 


作为 一 个 例子 ,我 们 研究 .上 的 六 要 向 有 量 空间 ， 宏 面 的 存 


在 性 这 时 就 等 价 于 5” 上 的 切 向 量 场 的 存在 性 。 事实 上 ， 由 考虑 
虫 第 绅 CsdieteD) 漆 形 ,我 们 可 以 推广 这 个 加 题 , 史 第 弗 流 形 Fn 是 


DT 和 如果 我 们 取 X 一 Sa， Y= 5, 40= S81, ,2 入 全 和 抽 抽 :六 当 
”一 个 截面 . 事实 上 ， 任 一 均 卜 夫 杆 稚 化 都 没有 。 | 


-， 59 


- 这 样 的 流 形 , 它 的 点 是 R 中 m 个 单位 正 交 向 量 漆 。 对 于 ceEronm 
对 应 于 $8 中 (a) EVo,t, 由 4 的 超 始 的 个 向 量 猴 出. 答 定 wb(e)， 
我 们 可 以 自由 地 选取 “ 的 其 余 (ww 一刀 个 向 量 , 从 正 交 于 起 史 (a) 
的 = 一 ) 蕉 子 容 间 .于 量 可 以 示 明 9 是 Va.m 到 Vmt 上 的 一 
个 投射 且 首 维 是 了 一 ko 大。 

如果 我 们 在 Re 毕 固 定 一 个 正 交 弘 标 系 ， a € Ws 满足 
44 一 Tm 的 一 个 w 行 和 # 玛 的 类 障 44 葵 出 ,其 中 Tm 是 行 的 
: 单位 矩阵 . 注意 ， 当 短 阵 BE Vx, mk 屋 同 于 
TR z Ot, 7 
Onn, x .B 
Vok mt 变 为 oa 的 一 个 子 空间 ， 1 

如 果 冯 一 1, 划 Fe :中 的 点 是 Re 中 的 单位 向 量 ， 而 yi 这 时 

就 同 胚 于 SS 一 !. 于 是 我 们 可 以 恢 同 了 stri 于 S"， 息 rss 天 S* 的 
单位 切 向 量 空 种; 因为 我 们 只 需 平 移 第 二 个 向 量 到 第 一 个 的 端点 . 
类 做 地，Fara mr! 是 87 的 mm 个 单位 正 交 切 向 量 的 集合 的 空间 . 
再 者 , 映 象 $: 雇 tiwmt1 一 5”, 它 仅 仅 把 切 向 量 的 一 个 集合 对 应 于 
旋 个 所 作用 的 点 上 ,是 与 与 投射 中 加 : 了 sl。 mi 一 Voti, 1 是 一 样 的 ， 轩 
/ 为 每 一 个 投射 都 是 取 和 矩阵 4 的 第 一 型 为 象 元 的 。.” 、 
“现在 订 a€ Vi 为 矩阵 4 所 代表 ， 然后 4 可 以 在 一 个 精确 
的 方法 下 完成 : 由 添加 一 个 第 =” 型 以 答 出 一 个 行 烈 式 为 十 1 的 正 交 
短 障 。 在 这 一 方法 下 ,Vwt 可 以 恒 同 于 单位 模 正 交 侍 ,或 旋转 盏 
2.D。 投射 小 : Qt 一 Ss" ,具有 半 维 0,, 过 时 就 可 以 看 作 是 本 部 开 | 


[Evan i 、 7 


人 


| 始 时 例 (V) 中 的 特殊 情形 ， 其 中 我 们 摘 由 了 po 二 (1, 0,.. .07ES” 


芥 且 定义 中 Co) < 一 wpo) > 3 下 rt1 
如 果 我 们 券 虑 投 时 DV tl mi S", 具有 季 欠 Ws ,我们 下 


到 
yn mC Von "+1) 外 .< 了 2 一 '， Ga 


1》 施 入 臣 是 全 体 正 交 于 的 全 等 分 基 . 拓 此 ,如 果 我 们 在 一 个 显然 的 方法 下 扩张 风 
,位 村 的 定义 , 划 旋 竺 到 的 同 从 大 和 正 交 条 是 同一 的 。 i 


3 68 二. 


和 | i i 
i mCP /Baral Ss) < 之 Cr 7 (4/6) 
由 定 理 3. 3, 存 在 性 辣 题 ， 或 者 襄 3” 上 的 一 个 和 个 单位 正 诡 切 向 
量 场 的 有 无 问题 ,就 恰 如 2wx,(5") 的 生成 元 是 否 为 嘉 的 问题 。 
' 更 在 设 色 是 点 > 一 (zo,… 9) ;站 十 …… 十 xz 工 (xa 之 0 
， 的 集合 ， 并 且 设 S"! 是 它 的 边界 ， 由 > € Pr， ao 一 0 葵 四 发 
2 一 Vor mtl 是 映 象 ， 自 和 矩阵 
wx) 一 6 一 2xixj 7 一 0) 2 11z ， 7 一 0，. 。 
， 答 出 ， 其 中 2 是 柯 良 尼 到 《KEroneckger) 符号 然后 和 容易 媳 明 
Cx) € Vrs, m+ti, Ti pr 拓扑 地 喘 E"*—S"-1 到 S" 一 (1， 0 ，0) - 
上 ,并 且 pu(s") 二 (1, 0, :…; 0) (注意 :局 限于 考虑 i 二 0 我 
”个 得 到 4). 放样 如 果 我 四 限 «于 我 们 得 到 Zors《5”) 的 一 
-个 生成 元 的 一 个 代表 。 这 就 是 映 象 并 So 一 VV， ~" 它 和 
tz ) WA 1 一 1 2 f 了 三 1， “3 
”稳定 ,其 中 必 二 (mn) ES 因而 邓 二 :十 丰 二 1 
屋 我 们 车 m= 工 。 这 时 t 是 5S" 到 Sr 一 内 的 一 个 映射 ， 由 - 


Ex “ xm) = (1 一 2w?, 一 2xrrzy "2s) | 


| 


a / 1 
“现在 5 本 -Cn 0) 是 2 到 sr- 上 的 一 个 映 象 ) 是 ， 
E91 的 内 点 集 到 S"! 一 (1, 0、*…, 0) 上 的 同 胚 映 象 并 且 t 上 映 边 … 
“ 界 S"? 戌 (1,0,……*, 0). 同时 (2 - 和 在 
t 下 有 相同 的 象 ; 当 而 且 只 当 x; 二 .一 xi;)i? 二 1， 。 骨 于 上 映 象 - 
(co 一 (一 二) 有 度数 (一 D"， 而 :有 订 
i+ (—1)”. 这 样 我 们 就 靳 明了 : | : 
定理 3.7。 8 有 一 个 切 向 量 场 ， 当 而 且 只 当 a 是 奇 吉 
因为 一 个 映 旬 z:3c 一 3 是 恬 伦 的 。 当 乔 且 只 当 它 有 度数 
丑 。 这 方面 的 更 进一步 的 千 果 已 元 由 G.W. 县 股海 笠 ， 埃 克 曼 


1) 注意 “ 兴 才 从 标 杀 ”的 改变 ， ? 
” 这 里 我 们 用 字号 E4 代 袁 Se 多 由 ri>0 0 夫 定 的 学 , 


《B. Eckmann)，N. E. 史 挺 路 德 和 其 他 一 些 人 所 得 出 。 读者 可 大 
考 E, 中 撤 路 德 所 著 的 Topology of Fibre Bundles, 142 中 ( 普 


和 ， 
总 ,从 定理 3.4 和 3.7 我 们 总 车轴 
ne 2) TS) + ST), 7 2,n 是 奇数 . 
从 (3. 5) 旺 然 有 Tri(T sl， 的 一 0, 由 于 xz 之 3， fi 有 是 奇数 ， 曙 
rr(Pat 一 mr(S2) 十 和 (SeD。 G 8》 


我 们 青 来 研究 当 # 是 偶数 时 的 和 (Fort 2)。 

定理 3.9。 加 果 # 是 偶数 ,肉身 

| z is: NaCVy, m) 一 (Fa mt) 
- 是 到 ra Vor m+1) 上 的 z 

: 从 下 合 序列 推出 


zs ~) 已 zn CV ty 0) es sm Eh (Ba 2 
我 们 需 亡 证 明 3, 是 一 个 同 构 。 现 在 投射 rw mS”! 变换 jsn) 


“的 如 成 元 为 rs"-D 中 的 一 个 类 ,这 个 类 由 定理 3.7 姓 明 中 诗 葵 过 “. 


的 映 象 代表 . 我 们 看 到 ,如 果 7 > 是 偶数 ， z 代表 元 素 26 zs_1(S”). 
这 祥 ， 4dwrn(S") 的 在 由 投射 Vw,m 一 一 S*-! 导出 的 同 态 nw 人 TV mm) 
" 一 mo is 中 的 象 是 一 个 无 限 阶 循环 对 ,因此 dorn(S") 是 无 限 循 
, 环 的 ,这 获 含 着 2 是 一 个 同 构 ， 这 就 证 明了 定理 . | 
再 车 及 我 们 所 研究 的 投射 由 :Test mti™— 5” ,具有 灶 蕉 Va zz。 
考虑 一 下 投射 一 PD Ds, mt Vs, mt 具有 村 维 ed 1 一 
-一 3 也 同样 是 有 利 的 . 从 “新 稚 "序列 z 


x CS™") > (Ps ") Sx Cp, 0) 和 Sr 
Tri (ww ) 之 (Vs 2 r+r<n —m 3.10) 
em Va m) ism mS ") 2 am Vo) (311) 
_ 候 定 现在 我 们 置 二 4 一 1， 这 时 Sm” 一 5 并且， 一 是 
旋 炉 罕 0,。 由 于 (SD) = 0 > 2， 我们 有 加 


es 02 % 


mh 1 


x,( Qn) x (Vs, 0) 3 7 之 3. 人 (3.12) 
” 生 仅 仅 是 加 ;并 且 可 以 示 肯 2, 是 3 蕉 射影 空间 ， 〈 例 如 , 8 的 性 
“ 何 旋 转 是 围绕 一 根 直 和 线 的 旋转 + 如 果 我 们 在 这 一 直线 上 标 出 线段 


《一 rr， 从， 线段 上 的 一 个 点 就 唯一 地 决定 一 个 旋转 ， 这 里 我 们 把 


一 x 与 z 恒 疗 持 待 )， 因此 和 (0 一 Ze m(09) = 到， 锯 (3.5) 关 J 


: .由 (3 .0) ， 又 有 mg22) = 一 m0 : 一 .0， m1) = 一 0 ;并且 由 (3 5) 


现在 证 我 们 把 5 表 作 单位 模 方 四 元 数 的 实 关 .“ .这 时 中 : 他 一 > 
> 和 由 名 (7) 二 (Dr6 94 所 定义 我 们 可 以 定义 一 个 映 象 
天 3 一 0， 据 f(q)(g) 二 Cg gsg AS 上 出 于 1gqg| = 1, 显然 
f(g) € 0,. 且 有 (9) 一 人 CC 一 9 所 以 f 是 一 个 截面 于 
是 rn) mr(C0:) 十 ra(S) (> 之 2); 或 
Ta(Q4) Gd xs(S3) 十 An(S )， 7P2. (3. 15) . 

这样, mC02) = 0, m(0,) = Za zs(04) 二 Zo。 中 Zo, 并 且 据 (3.6)， 


， nm(05) 是 Z。 十 Zu。 的 一 个 同 态 象 ; 司 者 的 核 是 Z。 或 零 。 据 (3.5)， 


所 有 的 Qo(n 之 5) 有 同 构 的 第 三 个 同 从 区 ， 


0,) =Z 3 | C313) 


(0) 一 05 对 所 有 的 sD) 


”上面 答 出 的 映 象 :5: 一 01, 显然 池 代表 入 (0,) 和 四 


“其 蕊 的 生成 元 可 以 由 一 个 映 象 ， 3 一 0 代表 ， 事实 上 ， 
Re : 

g(g)g 7 = gg'qg™ z 

-所 答 定 : 这 时 如 果 5 表 作 为 ' "十 蕊 的 ”单位 楼 方 四 元 数 (我 们 把 形 
如 0Oe 二 ai 十 好 十 ck 的 四 元 数 ， 其 中 的 e, i, j,k 是 四 元 数 单位 ， 


是 作 “ 缉 虚 的 ”四 元 数 )， 由 gCg) 是 一 个 旋转 和 2 1 六 


“ 实 就 知道 :g(4g) 的 确 属于 0;， 并 且 ，g(4) 是 单位 元 , 当 而 且 只 
二 1 或 一 于 是 8 正 是 33 到 3 Bl 时 iD， 8 
1) 注意 ,这 萎 含 兰 内 身 mo 99 同和 时 9。 
2 不 稚 迹 明 , 8 歇 ? 到 Qs 上 . 

。 63 ， 


代表 ma(9,) 的 一 个 生成 元 "因此 ,如 果 2 代表 pe 0) 我 们 便 


证 明了 ri 二 Zo 十 Zw 由 PP 各 o 生成 


定理 3.16。 x(Q;) 是 无 限 循环 的 ， 由 的 和 生成 又 肉身 


rs(01) 一 ns(05) 的 核 由 一 p 十 20 生成 。 
放 明 依赖 于 下 面 的 引 理 ， 尼 的 性 趣 远 超 册 我 们 的 特殊 应 用 


引 理 3.17。 加 果 G 是 一 个 单 他 元 为 。 的 拓扑 到 而 且 户 : mr， | 


1 G;e 代 类 Ern《(G,e),i 二 1,2, 划 十 2 由 

fflz) = BAC OG z CE 人 

所 苍 定 的 颈 象 有 所: I", jcCye 代 表 。 
二天 十 9, 龙王 0+ 多; 郎 天 (1 人吉 ) 一 有 C24, … 二)， 


0 fn, "Sl 并 且 对 于 请 也 一 样 ， : 


然后 
fifi: 1", iG, Be | 
从 而 fh: 2", Ee G,e, 但 是 f= 有 十 fz. 这 翼 有 
,| : 雪人 + 户 一 六 三 ， I"—6, ec， 
从 而 fi 代表 a 十 ow | 
”，” 厅 到 定 昔 上 来， 我 们 看 到 映 旬 
多) = a(q) (Hg)YE Q; 


由 CC ) 一 g(q) (gq gq)=ggqg 所 答 定 . 另 -方面 , 基 引 再 


六: 5 一 — 0, 代表 一 6 十 20€ nO ) 
现在 内 射 zr) 一 AS 的 核 是 循环 看 dsm(S’), 我 侦 已 径 


”看 到 , 如 果 0 与 了, : 恒 癌 看 待 , 那 末 yms《51) 的 一 个 生成 元 就 由 


了 瑞 得 | 
1:3 一 > Vy, 3 


代 则 ,这 个 映 象 由 


(Ce 一 6 —.2xix, .= 1, 2, 3; 1 


所 答 定 ,其 由 * 一 《zy za， 3， X47 € S 。 

-如 果 我 们 把 了 4 与 0 知 上 而 所 朋 的 广 同 起 求 ,内 添 加 一 个 第 
四 型 到 V4, 3 的 和 矩阵 ,我 们 得 到 

| x) = 2x48i 一 5 了 一 工 ， 2，3， 4 


ee 64 人 


alyv 1T| 1 1 1 


下 
:这样 本 | , ! ") | | ' 
1 ， 1 寺 ， 
Z(x) 一 1 la 2 , j=1, 2， 3， 43 2:5 0 
1 | ~、 / 
* LL .| 
:如果 我 们 代替 z 为 本 四 , - 
| , | 一 1 . 二 ， 有 
\ 四 | (xD) 一 站 ,i 国 1 l ii 2xixil 


所 答 定 的 #, 那 来 显然 的 也 代表 Zim(80 的 一 个 生 破 元 而 县 有 这 
, 样 的 性 盾 : z(1, 0, 0, 0) 是 单位 和 矩阵. 我 们 要 求 姓 明 映 系 4 fz 
重合， 首先 我 们 把 四 元 数 4 地 + 2 十 xj + xak, la| 所 < 1 与 

点 (x ma my ma) 异同 起 来 然后 我 们 看 到 ， 由 于 74s 是 帘 投 

射 到 5 上 通 过 取 和 矩阵 的 第 一 烈 ， 由 于 0 是 投射 到 S3 上 通过 取 

中 (7) = r(1), 其 中 + 0， 并 且 1 是 单位 四 元 数 ， =《1， 0,0, 0)， 

为 了 一 致 性 我 们 就 必须 使 0, 右 作 用 在 对 应 于 S1 的 点 的 列 向 量 上 。 
区 村 我 们 必 逢 正明 :如 果 2 一 Ce 2, 23， 0 一 a, w2, X39 和 9， 


上 则 ,i z .9 
+ 1 J 
»  . : ’ +: 4 ’ 1. | 1 ， 、 
gq 9 于 《xl x2，X3，X4) 了 es 一 2zax 放 
tl 1 
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= (—xi, +, x3, x 8s 一 2xiz 放 |. 

加 如 果 4 g = = 1,1i,j,k, 由 禾 性 性 盾 足 够 证 明 这 一 事实 ， 如 果 、 

.gq' 二 1, 刘 由 对 称 己 足够 起 明 必 。 我 们 重 亿 一 下 ， lq =1. 

在 

f= 一 好 一 好 十 2xxai 十 2xixaj 十 2xixsk = 
一 (2 好 —1, 2x1x2, 2x1X3, 2X1X4) » : 

= (一 1， 0， 0,.0) lles, 一 22zx 咱 。 
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qiq 一 《一 aa 十 xii 十 xz4j 一 .ln + Xzi 十 Xaj 十 shy 
一 一 2xrxa 十 (xl 一 x2 十 X3 + £1)1'— 2x2x3j 一 2xarike 
一 C2xix2, 1 一 2x2, — 2zzxa， 一 x09) 
= (0, 1, 0; Des 一 2xzxz 放 ，。， - ，，  、 


这 样 , 里 象 地 和 4 重合 ， 历 坟 好 代表 i 3: ;a 04) 一 (0,) 的 核 的 一 


“个 生成 元 ,从 而 核 就 由 一 p 十 26 生成 。 这 装 显 然 地 ， 0, ) 是 无 

限 循环 的 ， 吃 由 i 生成 ， | . : 
定理 3.18; mm(2.) = Z。, > 5， 由 的 象 生成 。 . 

以 后 我 们 将 要 回 汉 旋 顽 孚 的 同 伦 季 的 进一步 的 估算 . . 

4. 伪 盾 稚 空 间 的 附录 ”. 我 们 已 绝 看 到 过 硅 灯 空间 -上 的 基本 


定理 是 定理 1.1 和 1 二 2。 色 尔 (JP. Serte) 和 其 他 的 作 濡 所 采用 的 


葵 点 是 :一 个 轩 维 空间 应 讨 用 这 些 性 持 水 定义 。 于 是 我 们 作 这 样 ， 
“的 定义 : 文 是 了 上 的 授 射 为 中 的 一 个 仿 灶 蕉 空间 ， 如 果 有 一 个 Xx 到 


站 了 上 的 映 条 X 一 了 使 得 定理 .1.2 成 立 。 


定理 4.1. 要 是 上 的 报 和 为 光一 个 代入 失 。 EE 
定 阶 加 条 件 : 天 可 以 瑜 成 一 点 ， 则 定理 :11 成立。 加 
| 我 们 首先 注意 到 ,如 果 K = -LX I”, 工 恒 网 地 短 作 工 > x'0: : 划 


”定理 立即 得 出 (对 用 归纳 法 ). 


玩笑 襄 K 是 由 把 二 全 同 于 一 人 点 (p'€ KY 从 Kk 得 到 的 实则 ， 
并 且 设 K' 的 一 个 适当 的 割 分 同 胚 地 嵌 作 ze 的 一 个 子 复合 形 对 革 ， 


一 ?以 可 于 从 当 作 点 0. 设 j 是 映射 KK C 六 5 7 是 保 核 收入 | 


KIL. 映 象 、 | / z + 、 
用 开工 XTe 


击 4D 二 (r(z)，j(p) ) ;bp 天 欠 定 ， 显然 是 到 上 x 7? 的 一 个 适 


。 当 币 分 上 的 一 个 子 复合 形 上 的 同 中 映 象 《因为 是 一 一 对 应 的 和 如 
续 的 ) ,并 且 h(K) 是 LXT" 的 一 个 下 入 恒 同 放 K). 与 K ,于 是 


”1) 本 和 节 于 和 小 时 可 以 贬 去 . : 
2) 正 是 在 这 一 点 上 我 们 用 到 天 是 可 入 的 这 _ 事 实 ,并且 应 用 同 从 扩 天 定理 到 仿 


. (EX1+,， AK))。 由 于 更 同 映 笨 2(K) -> CK) 可 以 变形 为 一 个 党 镇 映 象 ， 车 


县 由 于 一 个 常人 也 条 可 以 对 于 LXin 扩 驰 ， 因 而 恒 等 映 象 ZK) > 外 KR) 也 本 有 
这 样 的 张 。 .，. 


. : - ， 
。 。 . 和 . ， , . 1 本 ， 
. . - - 、 曲 ” . + ' 
， 各 66 由 - - - : 9 1 . ' 下. 所 
- . 本 - ， tr os, - 。 
， _ _ | ' 网 . ， 
市 “ ' 站 . ， , 4 , 本 . 


, : : A - 
站 和 . 1 站 ， 7 本 上 
. 网 i . 1 . . 
a i . - > - : fF 


1 ， ， .i 


”我 们 可 以 扩张 8:K 一 了 为 gL X 7: 一 Y. 由 前 面 的 注意 ， 万 可 
改 扩 张 为 f : 工 x TX 一 ,限制 了 于 K， 定理 就 得 汉 枉 
， 明 ， ， 、 ， 
本 应 读 注 意 到 ， 我 们 显然 地 可 以 放 痪 定理 1.1 1 的 条 件 ， 只 需要 求 。 

工 是 天 的 一 个 让 缔 核 。 .不 过 ， 可 以 征明 一 个 单 业 复合 形 的 收入 核 


”事实 上 是 一 个 形变 收 逢 核 。 


” .证 我 们 再 陈述 定理 4.1 的 内容. 本 (2 Y， ,机 是 由 两 从 本 间 

”多 ， Y 以 及 叉 芭 Y 上 的 映 象 $ 租 成 的 三 数 粗 . -我 们 退 (X， YY 中、 
“具有 性 质 ,如 果 它 满足 定理 1.2. 我 们 识 (X, Y， 四) 具有 性 厦 有 ” 
如 果 吃 满足 由 添加 条 件 : 及 是 可 稿 的 ， 而 效 改 了 的 定理 1.1. 这 时 


定理 4.1 断 墙 : 和 如果 (X,Y ) $) 具有 性 质 P， 旭 它 同时 具有 性 质 9. 


事实 上 ， 我 们 还 可 以 不 明 : 如 果 (X， 区 ,四 ) 具 有 性 质 @; 则 它 也 具有 ，. 
性 质 PD “为 此 设 记 是 一 个 单 塘 复合 形 久 到 XX 内 的 映 象 ， 并 且 避 


= $j:K->Y 有 疗 伦 g:， 我 们 作 这 样 的 归纳 假定 ; |K*, 一 六， 可 


有 同人 fr :K—X 使 得 pfe = g; | K?*. 如 gt! 是 KK 的 任意 的 (52 二 1) 


蕉 单 生 区 定义 六 :ostXOUaeH XI 一 X 为 Ftp; 0) 一 fp)， 
pEo"ti, F'(g, 2) = fr(g), 4 Gz+L， ET ”然后 Faatl x . 


X0Ud"" > x 了 一 Y 有 扩张 本 四 、 
Giart x TY,, 


| GCp; 2) = = gi(p), pEo"t, se 了 葵 定 . 现在 jot XI 是 可 篇 i 
加 的 ,， ”X00Ud”X Z 是 art X 了 的 一 个 (形变) 收入 核 ,、 天 
且 (X,Y, $) 有 性 质 ,0.， 于 是 FF 有 扩张 :oHX 了 I 忆 久 使得 ` 
.$F = 6G. 我 们 可 以 施 这 一 步 馈 于 K 的 每 一 个 (z+ 1) 维 单 纯 形 ， 


“因而 扩张 户 为 fr+l: 有 att pp ,使 得 中 FI 一 pg, K+ 最 后 ， 我 


. 们 获得 及 希望 的 同 伦 , 使 得 gf, = g:。 这 样 ,如 果 三 数 租 (X,Y, $)、 
有 性 盾 P 或 者 等 价 地 ， ,有 性 质 9 ， 我 们 便 可 以 涂 X 是 了 Y 上 的 以 为 

”投射 的 伪 灶 稚 实 间 . 可 
县 我 们 称 集 合 和 veéY 办 (人 村; 这 时 如果 


DD 不 上 为 当下 是 厅 纹 时 人 人 只 能 假定 定 贡 11 的 超时 


: & 


轩 . 四 、 . “07 


Pa 


入 是 EY 上 的 新 入 ,并 有 导出 . 

: | PrinX, Ao) 一 zeY), vy 
加 则 定理 1.3 成 立 ,所 以 zimr(CXK; A) 一 和 (7)。 如 果 志 i， ds 是 
偶 (X， Ao) 的 同 伦 序 列 的 于 态 ， 强 don 一 onde 1。 一 9 由 
我 们 得 到 正 合 序列 / 


(ZJ SA) CCXD 3 raY)—- 
推广 到 伪 村 相关 的 重要 性 在 于 忆 们 能 应 必 于 肌 和 全 册 
痊 定 两 个 绝 式 连通 的 空间 Xx 和 YY， 设 六 * 代表 映 象 :XY 
前 全 体 记 成 的 空间 且 有 紧 致 的 开拓 站 千 构 ?。 设 Ep 是 由 合 于 
, ff(0) C4, H1)CB 的 映 象 f: IT—>Y 所 租 成 的 空间 ( 序 起 点 在 过 
“二 而 黎 点 在 B 内 的 路 程 宏 间 ) 的 子 崎 间 .。 这 时 马 ， ,是 了 上 的 基点 
为 ? 的 于 路 程 的 罕 间 。 我 们 把 Ey,, 写作 2 -定义 投射 ,由 :Bus 一 


”4XB 为 $7 = (0), f(D)). 


定理 4.2. En4B 十 4 XB 上 的 ， 撤 射 为 多 的 佛 盾 弘 宇 间 ， 
我 们 证 有 明 过 : 如 果 为 是 映 一 个 (有 限 的 ) 单 纯 复 合 形 玉 入 Eh B 
前 上 映 象 ,并 且 go = $jo:K 一 4 X B 有 同 伦 g:KT>4 X B, 划 有 有 
一 个 周 伦 记 :天 一 BA 使 得 下 一 $f 事实 上 ,我 们 要 征明 这 一 陈 
述 当 天 为 一 个 任意 空间 了 代替 时 仍然 成 立 , 

设 P 是 一 个 任 窒 的 空间 , 座 有 蚌 一 个 映 象 P— EE, ,并 且 讽 8 | 
是 一 个 映 象 P Xx I 一 A x B 使 得 pfolx) = glx, 0)， x€ PP. 屋 


Ce 有 一 (edx 有， ga《x 六 ) ,因而 g4; ia 分 别 是 映 象 PXT->4，” ， 


PxI—B. 设 加 :P XI 了 一 Y 是 由 h(x， ) = Coke)) CD), EP, 
| :EI 葵 定 的 映 象 . 于 是 ,由 定义 
po(xz，0) 一 gAC%, 0)， hoCxs 1) = eaes 0), 放 


DD 角 C 是 X 的 汽 有 紧 租 子 集 的 集合 ， G 是 Y 的 所 有 开 子 集 的 集合 。 然后 YX 的 

开 集 合 的 一 个 子 基 的 一 个 元 素 是 一 个 集合 U， 它 由 映 X 入 YY 的 这 样 的 映 条 f 

所 粗 成 ;对 于 一 个 特别 的 C € C 和 一 个 特别 的 G.E G， 使 得 f(C) CG. 我 们 

所 需要 的 YX 上 的 拓扑 精 构 的 基本 性 盾 是 : 如 果 由 :了 YX， 砂 :Z XXX 了 

” 是 由 ($Cz))(x) = 二 站 (z, 7*), 和 E Z，x € 文联 系 着 的 变换 ,月 是 巡 绩 的 , 当 ， 

”而且 只 当 六 是 速 标的 。 假 如 Yx 有 宗 租 的 开拓 扑 鞠 构 划 且 和 是 局 部 罕 教 的, 那 
“ 来 这 就 成 立 ， 人 i 
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| 本 
- 我 们 包 要 如 水 一个 映 和 f: px T 一 EL B 使 得 fx» 0) = 三 fC) 
加 He ) = g(x, #). 这 等 价 于 去 守 求 一 个 映 象 J 
人 人 PXTXT 一 了 
下 使 得 
下 hx z 0) = 如 (x， D> 
h(x, 0, 2) = sd4(xzy £), 
h(x, 1, 7) = ACR 2). z / 
由 于 TX0U0XIU1XI 是 TX T 的 一 个 收 藉 核 ， 这 要 的 
一 个 映 象 有 可 以 找到 ， 而 定理 得 到 证 明 . 
: 定理 4.3. 如 果 了 4 可 以 在 Y 上 变形 为 一 一 个 点 : y， 其 Es.a~AX 
X Ey,.s. | 
怒 F: :4XTxY 是 个 映 旬 ， 使 得 F(a 0) > a, pa, 1) = yy; 
4€ A 误 :f 是 由 fob?) 一 FLa, 及 狂 定 的 路 程 ; 所 是 由 万 (2) 一 : 
:二 ‘F(a,1— z) 答 定 的 路 程 . 设 :4 Xx E,, E> Es,B g(a, 1) = 一 
二 大 十 1 葵 定 ， 并 且 设 由 : E4s 一 4 X Ey.s 葵 定 为 - 、 
一 (ec fe 十 8)， 本 站 
其 中 == gC0). 于 是 
“C8) = 所 48s a = g(0), 
| ypla, D) 一 (ce; 龙 十 万 十 及 | 
、.。 ”出 于 f+ fs 和 所 十 fs 都 同 伦 于 常 值 映 象 保持 0 的 象 不 动 
《一 种 情形 在 a 另 一 种 情形 在 y)， 这 就 有 ~ 9p~~1, 从 而 定 
理 得 证 。 i 
， 定理 4.4. By y/ 的 同 从 型 y»y EY 的 选择 无 关 。 
”因为 车 沪 ; 以 是 Y 的 任 定 两 个 不 同 的 点 ， 由 于 可 以 变形 到 
31 ( 千 且 ?7 ‘到 41) ， Y 是 张 式 连 通 的 ;天 E,. y/ ~Ey,, y’ ~Ey,, y。 
由 这 一 事实 , Ey,y, 的 同调 以 及 同 伦 罕 都 互相 同 构 ， 着 有 时 加 
地 同 构 于 zy 的 同调 和 同 伦 兴 ; 应 该 注意 到 Zy 是 统 式 连通 的 当 而 
_ 且 只 当 Y 是 单 连通 的 ， 我 们 回 定 一 个 基点 yoEY 并 且 把 zt 写作 


D 两 个 区 条 的 和 和 第 一 站 


、 和 ， ” i EE 
' 和 


“ZZ. 于 是 我 们 得 到 一 个 伪 灶 维 宪 间 E,. 4 有 底 空 间 了 条 * 症 稚 ” Zz. 
”我 们 还 村 注音 到 空间 yy， 是 可 糖 的 ， 因而 有 零 的 同 讽 合 和 同 伦 : 
腔 . 应 用 同 伦 序 型 只 能 锥 出 显然 的 精 果 : za(Z) 、 mtrl(Y)。 不 过 ， 
知道 了 的 同调 地 后 ， 是 能 够 获得 关于 2 的 同调 荀 的 知识 的 人 i 
 ， 现在 讼 Y 是 单 速 通 的 井 且 疏 # 大 于 1,. 记 Y 一 Yo,Zo 是 Yo 上 
的 表 路 程 空间 ; | 是 加 的 万 有 复 盖 5; Zi 是 Yi 的 开路 程 空间 ;… 


， Yi 是 22， 的 万 有 复 次 3 Zrti 是 Yr 上 的 于 路程 空间 3 


于 是 


rs(Y) 全 ra (Zo) ~ Sh ) = 人 re ZS ~ - 二 Ta . 


同时 ， 由 于 总 (Y) 是 可 换 的 ， 二 (Zr 2) pd Hi(Zn2). 于 是 mY 
为 一 个 合适 的 开路 程 空间 的 1 维 同 调 全 所 表示 . z 
， 取 一 个 空间 X 的 万 有 复 凑 的 步 骏 有 着 这 样 的 有 用 车 果 : 
: 除 ” 久 的 基本 举 ， 部 我 们 代替 尺 以 一 个 实 半 , 宪 有 美 如 同 X 的 相同- 
的 2， 3, … 共同 调 僻 ,但 它 的 基本 至 是 等 . 我 们 可 以 推广 考究 万 ， 
”有 复兴 空间 的 运算 如 下 。 


设 久 是 一 个 纸 式 速 通 的 空间 使 得 ra (XK) = 0, #1;. 有 加 


_m 一 1， 由 附加 3 对 应 于 zwix(X) 的 生成 元 的 (m 下 2) 蕉 胞 腔 ， 我 
个 可 以 嵌 式 入 一 个 座 天 X 使 得 rn K1) = EA 9 为 二 了 1， 2» 
mw，xm+t(X1) 一 0. 我 们 这 时 可 以 附加 tm 十 3) 蕉 胞 脖 于 Xi 以 
" 贫 除 ”xmrz(XD , 工 且 可 以 依 此 方法 一 直到 得 到 一 个 空间 Y， 它 包 


合 义 ， 并 和 且 使 得 AaY) = 0, 12m, Am(Y) = =- x (XY. 下 EE 是 , 
Y 上 的 路 程 空间 ， 起 点 在 X 内 而 欧 点 为 m(E 一 Bx.)， 并 且 避 


“$$:E>X 是 这 样 的 映 象 , 它 使 得 这 样 的 一 个 路 程 对 应 于 写 的 起 点 . 
然后 ， 正如 前 面 一 样 ; E 是 X 上 的 仿 竺 维 空间 ， 有 Y 上 的 阴 路 程 宅 
。 疗 忆 的 同 伦 型 的 炸 维 . /1 
”定理 人 五 药 同 伦 愉 由 | 
/ro(B) ~ nalX), nm +1, aE)=0,n<mt+l 
\ 


3 要 全 7 有 复 玉 以 到 所 有 区 ia | 
2 对 于 “内 加 一 个 胸 用 到 一 个 具 间 "的 精确 定义 ,可 大 和 六 塞 52. 1 


2 ”70。 


” 稳 出 . : 四 
四 
XR) 2) 二 sa(E) 记 x(X) 光 ro) 
如果 m 之 172 十- 1, 斯 ma(2) = 一 (了 ) 一 0， 2] 一 za(Y)= 0 ， 
7 :ns E) ~ raX). z 
如 果 = < mw 一 1; 则 xs(Z) 一 xs li(Z) 一 0 和 zn(B) 一 xaCX) = 0.- 
现在 考虑 网 态 Ga:zm(X) 一 ri(Z)。 写 是 如 下 导出 的 . 如 
果 f:I", 各 一 X，xo 代表 “En(X), 则 dma 由 g:I”™, i" > 
人 | 
(gC, , tm ) Cn) = f(a, bm Em) > 
并 且 am 是 在 xo 的 常 值 路 程 . 于 是 显然 有 : 如 果 声 是 内 射 To 人 X 7) 一 > 
一 xm(Y)， 和 着 且 dm 是 通常 的 同 构 : io(Y) 宅 nma(2Z)?, 则 4 二 
一 Zz 由 于 im 是 zm(X) 到 zm(Y) 上 的 一 个 同 构 ， 从 而 4 是 
rm(XX) rm 2) 上 的 一 个 周 构 。 置 ” 一 Xm。 这 时 xn(Z) 一 0， 
所 以 了 是 ze(BE) 到 ro( 和 ) 内 的 一 个 同 构 ， 而 且 2 是 一 个 同 构 ,所 
以 7 上映 mo(E) 成 零 。 于 是 rm(E) 一 0. .时 > 一 和 一 1I。 这 时 
zo-i(ZE) 二 0， 所 以 7 映 mm(E) 到 mo(X) 上 ， 而且 Qnti 映 mia(X) 
到 xs(Z) 上 ， 所 以 i 映 xx(Z) 成 雾 并 且 7 是 一 个 同 构 。 于 是 . 
jrm(E) ri(X) 二 0, 而 定理 得 到 证 明 . | 
我 们 正确 地 证明 过 x,(E) 和 xs(X》 阁 的 同 构 是 7, 它 由 少 : E> 
一 Xx 所 导出 .“ 竺 稚 ”Z 是 一 个 袜 圈 ， 它 的 折 有 的 同 伦琴 除 Tat(Z ) 
分 都 是 等， 后 者 同 构 于 xm(X)， 这 样 的 一 个 袜 间 是 受 伦 堡 -麦克 伦 
CEilenberg-Maclane)2 复 合 形 天 (rn(X)， m— 1) 的 一 个 几何 现实 . 


据 荐 立 稚 兹 同 科 定 理 ， rm E) ~ ] Hun E). 于 是 xml(X) ”| 


D 对 于 所 有 的 2 实 2， 自然， 同 构 24: NCY ) Nn 2Z) 成 立 。 对 二 2 一 1, 如 果 四 


7?o(Z) 解 森 为 Z 的 绝 式 连通 的 分 支 的 集合 , 它 也 同样 地 成 立 ， 苍 且 这 时 2 是 一 


一 对 应 的 。 它 的 同族 从 已 多 秘 广 泛 的 研究 过 . 
2) 贿 夏 Eilenberg, S$. 与 Maclane, S., /Anm. Mash,. 146(1945), 480 一 509; 同上， 
5HK1950)，514 -533。 。 


7L 。 


Rs Hmt1(E)， 所 以 如 果 我 们 知道 了 的 同调 强 ， 我 们 便 知 道 
ruilX)。 如果 我 们 重复 这 一 由 五 出 发 的 过 程 , 我 们 便 可 以 恒 同 
xmtz(X) 为 某 个 确定 的 同调 便 .” 这 样 我 们 在 这 里 就 有 了 一 个 研究 
空间 的 同 伦 淹 的 一 个 交 共 过程， 不 过 ,它们 需要 对 伪 灶 维 空 贿 、 底 
空间 和 “和 准则 的 同 前 关系 有 一 个 深入 的 分 析 ， 而 这 却 形成 了 另 
一 本 书 的 主题 ， 


2 4% 


二 


， 第 大 章 , 寺 夫 不 变量 同类 区 介 定理 


1. 时 下 夫 不 变量 改 /是 gm 到 gr 上 的 ， 对 于 Sl 和 S$" 


: 、 的 答 定 的 三 角 前 分 来 询 的 一 个 单 印 映 象 ， 并 自 训 是 :5” 的 一 个 


a 角 单 孝 形 的 办 点 . :于 是 广 (2) 是 Sam 的 这 一 三 角 草 分 的 基 一 
重 分 上 的 (= 一 1) 条 链 ， 并 且 由 于 Se 是 一 个 于 流 形 ， fCp) 


事实 上 是 一 个 区 级 .， 这 一 责 链 箱 束 一 个 在 这 一 重 分 上 的 = 装 链 ， 
“并且 由 适当 地 志和 分 5* 的 已 , 答 的 三 角 刊 分， 可 以 使 得 f 在 C" 填 是 ，* 
“ 音 生 的 ?; 于 是 1(C") 是 S" 上 的 s- 个 ” 雁 闭 鱼 ，B 因此, 如果 我 们 
本 5 上 的 基本 4 7 维 并 链 以 同样 的 记号 $*、 则 对 于 某 一 整数 站 有 : 


.用 C”) 一 73"。 这 一 整数 7 就 是 映 象 1 的 替 卡 夫 不 变量 : 它 的 定义 


下 最 先 出 现在 雹 上 夫 的 论文 “Uber die Adbildungen der dreidimensi- z 
‘onalen Sphiire auf die Kigelfliche” 中 Math. Ann., 104 (1931), 、 


637—665 ,其 中 ,如 标题 指 田 的 ;只 考虑 觅 33 信 5 的 上 映 象 ， 然后 ， 更 


普通 的 情形 是 在 他 的 较 近 的 论文 “fjber die Abbildungen von Soh 


iren auf Sphiren niedrigerer Dimensibn” 后 ， Fundarm. Math., 25 | 


:1935), 427—440、 为 了 太太 沁 结 果 的 对 多 和 下 的 证 明 ， 次 
”的 供 家 者 上 硬 部 些 葵 文 


发 ?是 任意 的 倪 一 个 点 在 5* 的 一 个 共 间 和 纯 形 2 我们 可 以 了 四 


“ 定 电 不 同 于 含 表 的 那个 ) 内 部 . .我 们 首先 注意 到 ， Y 可 以 肇 划 作 


fC") 复 莹 4 的 (代数 的 ) 重 数 ,这 也 就是 认 , 它 就 是 相 变数 .FCC", 


沼 


”1 如 同 在 第 三 章 屠 样 ， 我 们 同意 同时 代 浇 一 个 单 狠 峡 象 和 它 所 导出 的 链 瑞 射 


如 果 不 致 引 起 谭 会 ,我 们 其 且 承 队 C4 代表 一 个 链 以 及 形成 它 的 子 复合 形 . 

2) 尽管 许多 葵 廊 得 以 由 之 化 简 ， 我 们 却 不 打算 入 办 卜 夫 不 变量 以 上 辐 岗 解释 ;因为 = 
我 们 希望 辟 励 该 者 去 查阅 过 天 原来 的 论文 ， 赔 样 我 们 不 假定 议 者 已 熟悉 上 同 
调理 险 . 关于 这 一 解释 可 涂 君 中 括 路 德 的 . 《Cohomology invariants, of map- 
‘ pings”, AH Marh., 50 (1949), 954 一 988. 和 | 


- . 下 ~ 
- ,, ' 2 . 
三 . 和 ", a - 的 1 ; , “ . ， 
、 i +:s i - ， + ， _ » 机 . . 
四 = 和 四 ; ” 1 - ! 
. “ 四 从 . 


Ws 0). 由 定义 ， 这 就 是 红 贸 煌 


Yop), (0)). 1 


. 各 果 我 们 以 Yo 配对 于 点 所 定义 的 , 映 象 了 的 秆 下 大 不 变量 ， 则 ' 
= LDA 


现在 ， 由 一 个 关于 环 挤 数 的 其 本 定理 ?, 我 人 有 ; 
Ylp), (gq) = —D" 0 9) ,1 (p99). 


“因此 Y2 二 (一 1)"”ya， 各 果 r 是 5* 的 另 一 个 点 ,就 会 有 有 Y= (一 CD 
、 Yr yp = (—1)"y,. 于 是 ， 如 果 # 是 偶数 ; Yp 就 与 加 的 号 择 无 关 :， 
.如果 是 奇数 ,ys 二 0. 这样， 如 果 # 是 奇数 助 移 天 不 变量 党 ， 
“ ” 常 是 零 ， 并 且 在 这 一 上 的 其 余部 分 我 们 限于 ”总 钼 数 的 情形 ， 
' 现在 酸 P, 9 是 S2rsi 和 8S" 的 答 定 的 三 角 剖 分 上 并 且 设 才 : gi 
i 一 对 于 三 尖 间 分 9 来 许 是 单纯 的 。 如果 了 对 于 了 ， 9 的 重 分 | 
P',0' 是 单 炖 的 并 且 对 计 S2 呈 在 三 角 齐 分 巴 下 的 每 一 个 顶点 1 


“fe? 的 星 形 )C Co") 的 星 形 ， 


ET 说 作 是 :Si”1 一 5* 的 一 个 单 炖 逼近 . 这 里 的 星 形 自 - 

” 然 是 对 三 角 章 分 书 ;0' 来 取 的 。 霍 上 尖 野 明 了 :如 果 于是 一 个 对 

， 于 + 的 单 示 至 近 , 则 有 有 y(f) 一 y(f)， etl 

oh: :Si 5", 沁 位 是 闻 伦 的 并 且 分 别 对 于 So 的 三 角 前 分 Pl， 
”已 和 5" 的 三 角 前 分 9,; 9; 来 诉 是 单纯 的 ,这 里 的 Pi, Ps 有 一 个 公 

. 共 重 分 而 且 91,9: 有 一 个 公共 重 分 .， 不过, 由 于 一 般 弛 并 不 知道 


一 个 下 的 了 个 家 覃 有 各 本 有 个 共生 分 ， 而 和 不 能管 定 7 


、 i; 
+ 


是 同 伦 类 的 一 个 不 变量 . 为 了 讨 明 光一 事实 ， 签 拓 用 到 下 面 的 


“个 引 虹 ， 这 两 个 引 应 豆 互 相 地 对 腿 。 ， 


_ 引 理 11. 设 g:3io- So 是 一 个 度数 为 2 的 单纯 对 象 ， 
st 5” 是 一 一 个 单纯 联 泉 . 于 是 YCfe) = Gy 人 用 ' 
: 尝 此 改 PP 是 5S" 的 一 个 7 准 单 往 形 or 的 内 点 ， 于 je)" p) 


(2 一 1) 礁 环 道 . 如 果 (ED) 一 (加 ) 的 ma 个 (> — 1) 灯 环 道 ， mz 个 


”DD 套 看 seifert and Thrclfall ， 合 落 的 Lehrbna der Topology" ， 77( 有 江 潭 | 


: ,所 光 生 的 中 基本 ,商务 厂 )， a 


| | *- ， . - a i 


9 
a f i » . 四 四 四 Fh | “ 
二 1 . ~ 


| 
| 


、 


如 


是 一 些 (a 一 1、 炊 环 道 。 其 中 的 每 二 个 为 8 映射 成 六:(2) 的 入 


” (5 二 2) 灯 环 道 分 曾 由 8 正 向 地 和 仙 癌 地 映射 成 (Cp) 的 一 个 特 萄 


”的 Ce 一 1 维 环 道 , 划 mi 一 mz 一 d, 因此 ， 当 把 f 与 # 看 作 是 链 - 
映射 ,有 gCfg)7(p)) 二 a( 六 (Pp)). 枫 Cg)"(p) 役 束 C? 于 Si 
内 而 fr'(p) 煌 束 C" 于 So 内 ， 于 是 0.g(C7) 一 dC" 是 Sr 上 


的 一 个 ” 礁 闭 链 ， 因而 是 一 个 边 + 条 期 链 ， 从 而 jg(C 一 
.dc 是 8 上 的 一 个 过 栎 ” 丰 半 刍 ， 因而 就 是 寺 所 以 2 . 


二 iD  、 


12. 说 g:5" 一 SF 是 一 一 直上 部 为 2 的 站 半 区 打 ,fiS | 


58” 是 一 个 单线 映 象 ， 于 是 Y(gf) = 27(1)， 
. 为 此 设 户 是 57 的 一 个 维 单 炖 形 的 内 点 . 然后 mm 个 单 郑 形 


or ;""" 0% 签 # 正 向 地 映射 成 0 >722 | 个 单纯 形 Gertis * ” mt . 
笋 g 负 向 地 映射 成 o” ) 其 中 加 一 mm 一 4， 设 是 攻 的 锅 4 晓 英 ， 


成 的 内 点 ，， i 二 1， sm + mo, 考 谍 定 向 ， ,然后 CD = = 四 “1 
二 > (pr) 一 -六 三 (pu): 可 c? EE gr 上 的 一 个 链 ,由 


HE 


(pn) 所 和 灼 东 ,i 8 一 ‘1, 和 721 十. 12。 然后 by cy 一 三 cm 
CaP-i(p) 所 移 束 ， 所 以 


. (ep 人 CT - 开 co)- 一 am: 一 ar0059 = 一 


= elar sn) = fers, 
而 引 理 得 以 证 明 . 
定理 1.3. Y 是 映 象 So 的 辣 从 美的 一 一 不 不 变量 .， 

”现在 发 P， 9 是 8 3" 的 三 角 剖 分 并 且 栈 (P)， 《@)} 各 自 为 
-由 P,0 的 所 有 重 分 粗 皮 的 三 角 剖 分 系 . 粮 定 任意 的 映 依 : SY 

”一 8 我 从 可 以 定义 Ys. o( 人 n 为 同 伦 于 了 前 且 对 于 某 一 如 € {Pp}, z 

3 {0) 是 单 存 的 ” 任意 和 个 映 象 六 :St ~ 5 的 填 上 夫 不 变量 . 
D 我 们 重 分 Sn， sm- so 的 已 奏 的 三 角 淹 分 , 以致 < 在 CE 上 和 bb 在 + 都 
“” .是 单 业 的 。 一 个 类 做 的 注解 将 应 用 于 引 理 1.2 的 证 明 中 ， : 

”2) rp.041) 定义 的 叭 一 性 来 自 引 理 1.1 的 前 面 一 段 中 . 


二 果 我 们 能 示 明 
yp of) = yp sp) 


对 于 任意 另外 的 三 角 间 号 CPD, {D0) 成 立 ; 定 理 就 得 到 姓 明 . 我 


“ 们 首先 证 明 yro(j 一 yYmo( 及 。 我 个 来 三 角 章 分 9 为 P 并 且 
i 全 8g: Sa 一 ! 一 > S2zz* 一 ! 是 度数 浪 a 的 任意 映 象 ， f+S™i S07. 是 任意 的 2 


映 象 ， 然 后 f ~ 了, 其 中 分别 对 于 三 角 审 分 凡 E [PS 的 2 


及 及 5 是 音 生 的 , 井 且 gg Sm- S21 其 中 分别 对 于 三 角 


齐 分 P1€ {P1)}, SI 的 P' 以 及 So 是 单纯 的 。 “于 是 Yo olfe) = 


二 Yl(fg) = dyY(f), 由 引 理 1.1, == 2 olf). - 


现在 设 Si ， So 是 同一 个 (2m 一 维 球 的 两 个 模 本 ， | 


、 上 答 定 有 三 角 前 分 P 面 Ser 上 粉 定 有 三 角 前 分 P， 恰 映 象 


。 8g:3i 一 Szw 环 是 把 Si 和 S2s 一 ! 中 对 应 于 (2 Bg 1) 崔 球 的 同一 
”点 的 那些 点 配 应 起 来 ， 于 是 8 是 一 个 同 胚 映 象 ， 如 果 我 们 适当 地 .- 
”定向 SS 且 有 度数 + 1。 当 把 -看 作 是 伴 应 着 三 角 剖 分 


P 而 不 是 了 时 ,这 时 映 象 fg:S?"! 一 5” 就 正 是 觅 象 f。 因 此 


完成 了 钙 明 的 前 一 秆 ， 应 用 引 理 1.2 代替 引 理 1.1， yoo = 


和 


yp of 一 Ye olfe) = yp， oCf), 


= Yr.0.(f) 的 征明 可 以 在 类 似 的 方法 下 得 出 我 们 就 略 去 这 一 用 


先 的 芥 述 . 
当 对 于 任意 的 映 象 1:So-t-y 5 定义 了 7 之 后 ， 我 们 可 以 


重 述 引 理 1.1t 和 1.2 如 下 . * = 


引 理 1.1*。 讽 g:37?71 一 5S”! 是 一 个 度数 为 2 的 喘 象 ， 此 下 : 


本 Ser! 一 5" 是 任意 的 驶 尔 ， 于 是 yfe) = dy(). 


“ 引 理 1.2*， 说 g:5" 一 SY 是 一 个 放 数 为 孔 的 欢 伍 ,让 上 


get Sr 是 任意 的 观 系 ， 于 是 YCfg) = dy(f)。 


”于 14， fis”! 一 5S" 的 警 卜 夫 不 变革 不 有 是 向 必要 的 
响 ; 如果 So 的 定向 了 逆转, 宅 就 应 乘 以 一 1 加 
- 定理 1.5. 规 3 po 5", Pp 代表 aeE mi Cs)， 其 

2D 如 果 s <r， 我 们 党 可 以 假 定 5 C 57， 导 招 《+ 相册 让 作 是 由 : 
r+ 1 检举 阅 中 的 前 人 e+ D 个 从 标记 生成 的 符 间 ， 用 


“760 


-8 & 0 定义 7 re (8) 到 整数 加 大 内 的 一 不 同 态 - 


现在 设 0a,BE mmx(S") 并 且 选 择 fa 代 表 a,B 使 得 : ee | 


路 对 于 S “3” 的 某 一 三 角 章 分 是 单纯 的 ; (Gi) (ED 一 8CE+ ) 
= po， .其 中 E11 Ez?-1 是 Se 的 北 、 南 牢 球 ; Gii) #o 是 5” 的 一 
个 顶点 ,加 二 (&,0， . ,0).。 于 是 由 hIEY-! = 1], hE = s 所 
给 定 的 3 下 3 代表 w +B 拭 且 是 单纯 的 . 
.， “ 庚 9 是 5S” 的 一 个 z+ 维 音 炖 形 的 内 点 . 于 是 
* - 一 jg) 一 大 KK9) 十 g 《9q)。“: 
由 于 f(gq) © 本 "1 它 锡 束 C1 C Ex!. 类 似 地 、 (a) 物 束 
C2 一 ! Cc 一 -2 这 样 ， 
(5 一 MGC3 上 Co) 一 Kor) te )=y D+ Ye0S 
或者 四 = 、 - 
一 7 + ye. z : 2 
” 效 是 很 便利 的 , 记 7(a) ,a € rw-1(3”) 为 奖 0 中 的 所 有 fi 
一 Sr 的 76) 的 公共 值 . :这样 y: :wx 一 Yo) 是 ro 到 Z 内 的 I 
个 同志 :, Z 是 整数 加 本 . i 
当 是 奇数 时 我 们 已 轰 铸 到 ra 一 0. 而 的 定理 确定 了 


a 


aa 是 偶数 时 7 是 非 霸 的 . 


。 定理 16， 加 果 + 是 货款， 0 有- ;要 下 
由 采 息 够 证 明 存 在 一 个 元 来 尼 的 夫 下 夫 不 变量 是 土 2 一 


现在 尽 柬 选 定 了 一 定 的 定向 ;并且 届 和 :5 一 8", 加 是 


在 第 二 章 $ 2 中 所 定义 过 的 那个 映 象 ,代表 着 rw(38") 指正 生成 元 .，- 


”这 时 由 于 是 偶数 ， 3” 可 以 过 作为 (8" X 8"), 并 且 (zz 一 D 


“ 杂 基 本 阴 链 这 时 就 是 EXE” 十 所 XE?"., 考虑 由 f(s = bale) z 
yE Pr, = bs(y), x EP 所 和 给 定 的 映 象 FS 一 > S"。 我 个 可 以 假 


| 定 了 和 也 是 单 二 的 ， 并 且 丈 检 中 是 的 机 部 中 的 同 胚 瞻 


定向 的 一 个 变更 , 团 链 广 | (9) 就 是 EB” Xp. 十 户 X E”, 这 里 $Cp) - 
一 带 p 是 如 的 全 窟 一 个 项 训 ,并且 避 C' 是 由 一 如 所 风 家 
。 “9 7 a 


mm 


一 前 Ze 的 一 个 而 四 上 的 一 个 久 . 然后 Brxp +p x 记 就 于 - 
E” Xp”— jirxcitpnxEr+iCx 加 由 于 n>>1 | 
”fzrxcC) 和 f(C! Xx EB*) 
-和 为 Sn 的 za 7 蕉 链 是 零 , 因 此 _ 
| CC 
: 的 度数 是 2 (由 于 fA(B” X p) = fp X By = $lE") = S")。 
”一 在 本 定理 的 证 明 中 所 描述 的 这 个 元 柴 是 一 个 “ 威 腊 海 特 积 ?的 
一 个 特例 ， 威 股海 特 积 ” 的 定义 将 在 本 章 以 后 于 一 个 更 普 温 些 的 | 
-情形 中 叙述 ， | 
柔 17. 如 果 ”是 偶数 ， av-i(Sn) 含有 一 个 无 限 阶 循环 子 
至 ， 四 
“上面 所 说 到 的 子 看 是 由 定理 1.6 中 所 描述 过 的 那个 元 素 生 


成 ， 当 =” = 2,4 或 8 , 系 17 在 第 五 章 中 已 经 年 明 过。 不 管 怎 样 ， ，， 


”这 里 所 描述 的 映 象 (5 一 87, 57 一 .51, S5 一 S5 都 具有 霍 仆 夫 不 
， 变量 二 1 (依照 定向 而 定 ) .这 是 从 5; .上 任意 两 个 大 图 具 有 环 弹 数 


“ 土 1 这 一 事实 而 来 并且 类 似 地 对 于 5? 上 的 大 3 准 和 妹 和 55 上 的 大 … 
”7 维 球 ， 于 是 元 (5) 到 zw(S3) 上 ， 访 (S0 到 zy(S7) 上 ;以 及 “(5) | 


到 ms(Sz) 上 的 扫射 可 以 恒 同 于 同 态 映 象 y、 


应 芒 注 意 到 ,对照 于 勃 劳 威 度数 ， 我 们 并 没 断 于 : 如果 两 个 映 - 


象 So 一 一 5" 有 相同 的 置 下 夫 不 变量 则 它们 是 辣 耸 的 。 当 # 二 2 
-时 , 自 于 zw(S?) 二 Z。, -这 种 情形 是 会 发 生 的 ; 信和 如果 r= 二 4 起 8 . 
时 就 不 是 这 梯 了 。 作 为 一 个 例子 ,这 里 有 一 个 奇特 的 竺 果 : 如 果 在 - 
任意 的 映 象 3 一 S2 之 后 随 以 对 径 喘 象 3 一 S2， 则 复合 映 象 同 伦 . 
于 原来 的 映 象 。 z 
引出 问 题 : 是 否 可 能 推广 办 个 夫 不 变量 . 臣 为 G. W. 城 觅 海 
特首 先 完成 ,他 定义 了 一 个 同 态 再?rr(S") 一 (8) ,+ 之 34 一 3 
(以 后 为 布 拉 克 斯 (Blakers) 和 麦 赛 扩 充 到 + 志 3 一 3).. 如果 


一 22 一 1 则 日 是 zoa(5") 到 moa(S*”1) 内 的 一 个 同 态 , 且 如 


，.， 果 mnm(5"”!) 中 的 每 一 个 类 恒 同 于 它 的 特征 度数 ， 出 芒 同 态 变 为 本 
| 异 束 数 加 村 内 的 一 全 同 在 . 这 以 局 ， 作者 定 又 了 一 个 同 态 映 象 
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8 ) 一 2 ， 对 于 所 有 的 ron 均 黄 ， 尼 当 7 < 37 一 3 在 
相等 人 了 (作家 X 于 下 内 可 节 请) G. W: 威 股海 特 的 | 
H, . 
届 :x,(S” )— ,SU U's”) 是 由 映 象 8 一 SU S”"(S”"US* 是 具 


“有 一 个 公共 点 的 两 个 球 的 并 集 ) 导 出 的 同 态 ,这 一 映 象 把 一 个 沫 道 。 


SC Ss* 变 成 一 个 点 ， 据 第 四 章 定 理 6.2, 这 时 
RS*US”) 全 mi(S2) Tx) + rriS” X Sa .SU Sn") ， 
”其 中 (5S*US”) 到 世 的 寺 楼 和 上 的 投影 "是 明显 地 尝 义 了 机 0 
”是 投射 | 

: (SU 87) 一 milS® XS” ,SU 5"). : 
最 后 , 设 XCS? X 5”, S"US”) 一 ri(S”). 是 由 把 S"U8" 收编 


”成 一 点 导出 , 然后 我 们 定 六 


V5? ) 一 Kris ”) -为 H* = -WO 
证 朋 HH* 将 全 推广 霍 站 天 不 变量 力 是 本 章 的 昌 的 之 一 . : 
2. 弗 洛 坦 斯 尔 同 锐 映 象 和 它 的 推广 ， 设 f 是 一 个 映 象 5 > 
S™, 我 们 可 以 把 S 一 ，S? 一 分 别 看 作为 3 和 Ss" 的 赤道 ， 着 且 扩 张 
成 一 个 映 象 1:5" 一 5"， 它 变换 5 的 北 伴 妹 入 5” 的 北 咎 球 ， 同 
时 变换 9/ 的 南 和 全球 入 5” 的 次 折 球 . 了 的 同 俗 类 不 依赖 于 了 的 扩 
” 张 的 选择 ,而 在 事实 上 ， 它 显然 地 只 依 季 于 1 的 同 伦 类 ， 这 样 就 得 
-到 一 个 映射 : | : 
: FE: x_i (Sn"-D 一 7Tr(S*)， - z 
: 映 旬 广 称 作为 f 的 同 镜 映 象 ; 如 果 we ws", 且 称 Fa) 为 。 
”的 同 重 映 象 . . 
: 定理 2.1. 是 一 个 同 态 .- 
我 们 直接 地 子 以 证明 .。 同 态 
dd:x(B+, 5S”™) > a5) : 
- 是 一 个 到 ji(S™) 上 的 同 构 ， 事实 上 ,如 果 f: 5 一 一 go 代表 
En rts™), 则 (0) 由 | 代表， 其 中 二 是 5S" 的 北 牢 球 ， 


1 同时 寡 掉 本章 $4; 友 汪 所 用 并 不 和 加 $6 中 本、 
二 _ | 2 DE 


2 


由: 2 SS po 四 
导出 d: nC EY So -So 然后 sf | 琴 代 天 ga-i(a). 由 定 


我 们 可 以 扩张 和 %f | 到 5+ 上， 由 第 三 章 定 再 


2:5， 扩张 了 的 映 象 仍然 代表 着 $4“'(a) 并 且 与 Bnf 重合 . ”由 于 
Br ~ 1:8", po— S", po, $f 就 同 了 代表 着 同一 个 元 素 , 即 F(a). 
-于 是 下 = qd! 而 是 一 个 同 态 . | 
. ” 应变 注意 到 同 构 $ 等 于 六, 其 中 3 是 办 射 (EY St) . 一 
”zw(S",E*), 并 且 了 是 内 射 (8S") -mr(S" 本)， 写 是 一 个 到 二 (8"， 
下) 上 的 同 构 , 因 为 E82 电 可 以 在 自身 .上 落成 一 点 pp。 这 只 需 观 察 和 到 
多 导出 产 : 吉 (8" 配 ) (9" ,Po).. 于 是 F = -$a = Tio, 而 
-下 的 性 态 可 以 求 之 于 + 的 有 
发 X 是 一 个 弧 式 束 通 的 渤 斯 道夫 宰 间 关 且 识 ce 是 一 个 .1) 
* 灯 胞 腔 , 即 一 个 # 私 元 体内 部 的 周 胚 象 ，e 与 X 不 相交 . 我 们 - 


”把 XUe” 埋 化 成 一 个 拓扑 空间 ， 由 把 XX 当 作 XUen 的 一 个 朋 子 集 ， 可 


并 且 定 义 ee 的 于 包 是 .7 维 元 体 .本 在 一 个 变换 : E’, Si—>XUer, | 
。 X 之 下 的 象 ， 这 一 变换 使 得 fs 是 到 o” 上 的 一 个 拓扑 变 
换 . 映 象 上 称 作为 对 于 e" 的 一 个 特征 映 象 ,而 1| 5"! 是 对 于 。” 的 
一 个 附加 映 象 . 关于 这 些 基 本 概念 ， 我 们 将 输出 下 面 的 例子 : 
(A) Er 本 身 是 由 附加 开 2 蕉 胞 腔 (BE" 一 5 到 S$”! 得到. 
z (B) 发 ez 由 一 个 度数 为 2 的 映 象 f: Si 附加 到 SL 于 是 
SUe 具有 射影 平面 的 同 伦 型 。 i 
: OO) 本 股 f:E"X 本 一 3 X59 由 : i 
f(x,y) = (fol) $7)) 


四 


给 定 - 然后 fC(E" X EF) )C S" US 于 是 了 是 一 个 映 象 


E” X E*,(E* x x E”)" 一 8 X 58", S"UsS", 
并 且 由 由 的 定义 就 有 z 
i fH(E” x E” — (E” X E”)') 
是 一 个 到 5"X 一 (S"Us") 上 的 同 胚 映 象 ， 这 样 ,把 配 X E" 与 ” . 
一 个 24 亲 元 体 恒 同 看 待 ,我 们 就 可 以 衣 9" X 8" 是 从 附加 一 个 zz 
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弘 胞 及 到 SrUsSn 形成 ， 瞎 象 就 是 一 个 各 征 肌 条， 而 1 (E”X x En) 
是 一 个 附加 映 象 ， : 
(D) Ss” 是 由 附加 开 =” 维 胞 腔 CB4 — 8™!) 到 EB" 形成 
.(E) 8 是 由 附加 开 -z 维 胞 腔 S” —:po 到 po 形成 . 于 是 是 是 
二 个 特征 映 象 


” 例 (D) 示 明 了 附加 胸腔 到 空间 的 概念 对 于 同 各 映 象 构 念 的 关 - 


和 柔 . 在 恒 等 映 象 的 情形 中 ， 同 态 # nr,(E?,S"!)—>n,(S", pj) 可 以 识 为 


”是 ?由 对 于 胞 腔 三 一 sc 的 特征 映 象 所 导出 ， 一 般 地 州 ,- 识 X* 二 、” 


XUe" 并 且 订 特 征 映 象 f: ES 一 导出 同 态 g: mr(CBr， SD)-> 
~ x CX*, X)., 同 态 ， g;《 答 ]. H.C. 威 觅 海 特 ) 称 作为 (广义 )“ 同 态 园 
态 ”. 我 们 重新 提 及 在 同 伦 边 炮 同 态 下 ;mr( 本 ， So xi(S“ 


设 记 :w(X*,X) 一 (5?) 是 由 把 X 糖 成 一 点 ”而 导出 的 ， 然 -- 


后 和 gxmr(E"; SD) 一 (5") 就 由 这 样 的 一 个 映 煞 导出 ， 它 在 


” E? 一 S”! 内 是 一 个 同 及 映 象 ( 并 且 保 持 定 向 ), 且 映 8 一 :成 一 个 


点 。 这 样 的 一 个 映 象 同 伦 于 由 ， 所 以 Xe 就 是 这 同 笠 映 象 
: FS 一 x,(5S") .我 们 列 出 关系 式 : : 
二 pa : / 
-作为 将 来 的 大 考 ,用 Fr 来 记 太 : ZeaCS™!) 一 ”用 sD). 
我 们 现在 来 鞋 明 一 些 关于 同 秩 映 象 的 初等 定理 .… 
定理 2.3，。 加 果 wk Fr i(S 0 有 8 Ero(X)， 区 
(Bi + Bi)o0 = Bioa t+ Boon, ， . 
” ”这 里 的 Boa, aE x,(S?), BEnx(X) 是 x(X) 的 由 gf: Si 又 
所 代表 的 元 素 ， 其 中 的 天 S 一 S57 代表 a: :3 一 总 代表 上 以 映 关 


mr " 


1) Eilenberg i 因为 (本 有 是 从 CS， 
克 ) 内 控 去 59 = Sn-! 得 到 的 。 内 控 公 理 对 于 同 众生 的 失效 就 产 格 地 区 别 了 则 
“ 番 和 同 伦理 答 . (参看 Eilenberg . and Stecnrod, .“Axiomatic. .approach to 


homology theorey”, Proc. Ndt.- Acad. Set., Wash., 31 (1945), 147 一 120)，- 


2 他 g:En, Sr-l1> Sx, po 是 E” 一 3 到 5S" 一 加 上 的 任意 一 个 顺 身 周 态 - 这 
时 一 个 收 茂 映 象 
. 及 :KK KS po 


功 由 59 二 re Hz 一 四 给 证， /RT 的 特征 区 条 
| _ ， ” ， 
站 本 a : 


到 


- 


pg 到 3 而 E". 济 EB" 的 :S54 代表 a€ Pr er， 并且 以 
z 使 得 gE? ). 一 gE4) 一 Xo 的 Bg1 B20" X 代表 Bi,B2 € ra X), 
这 里 的 xo 是 在 外 内 的 基点 然后 设 g: 5s" 一 XX 由 g|E4=gi, g|E? . 
一 gy 所 定义 ,上 映 象 8 代表 Bi 上 BP, 所 以 gf 代表 (B+ Bca. 同 
时 , gf, gzf 各 自 代 表 Bloa, Bzoo, 现在 gf|E' 一 gif| E14, gf1E' 二 
gxf|E' 并且 gf(E')= gf(E4) 一 %， 这 样 gf 代表 PeatBea Wm 
定理 得 到 证 朋 , | 

我 们 也 可 以 把 定理 的 辕 葵 表 作为 : 如 果 a 是 一 个 同 挤 映 象 元 

素 ( 序 Fri(5S”") 中 的 一 个 元 素 ) , 则 “ 左 分 配 律 ” 成 立 . 至 于 “ 右 . 
分 配 律 ” Bola 十 0) 一 Booi 二 Bowm, (BE na XK), O19 0 ERS) 
成 立 是 定义 的 一 个 直接 精 果 ,- 间 且 也 正 是 一 个 映 XX 人 YY 的 映 象 导 - 
出 一 个 x(X) 大 xn,(Y) 的 同 态 这 一 事实 的 一 个 特 丈 情形 。 我 们 可 “ 
， 以 证 明 , 如 果 w6E 和 mr(S") 不 是 一 个 同 粮 上 映 象 元 素 ， 则 左 分 配 律 "不 
必 成 立 ，。 因为 机 waEm(s)， wx 尖 0, 并且 发 1， 一 1E 轻 (5)， 则 

(1 — 1)°a = 0, 但 (一 1)oa = a, 所 以 - : | 
z . Co 1)°0 + la = 2a 关 0， 
间 且 
Dea lent (— oa, 
渐 一 万 面 ， 我 们 可 以 有 (Bi 十 Bi) oa 一 Biou 十 Boa， 其 中 有 乱 0， 
”BB 天 0€Exs(X) 大 且 ol Ex,(S”)) 不 是 一 个 同 综 上 映 象 元 素 ?， 
` 定理 24.。 如 果 f: "+,S'>E" 革 ,5” 代表 (0), “em | 
共 中 是 这 妹 同 构 
- ja Bet Ss") A XS” )， 
县 如果 g: :E"™ ，S* 一 多, zo 代表 BE rnt X), 则 
8 
代 下 BoFa€r nC(X). | . | .i 

因 为 我 们 可 以 代替 EY, Er 六 Ertt, Er?+t 而 由 映射 

Et 入 Et 扩张 f 成 : 矿 :S+L>S"+， 和 兰 且 由 贞 射 Ea 成 zo 扩张 


1) 这 种 情形 发 生 于 六 一 (7 二 3 并 且 w 是 eS) 中 阶 数 为 3 的 一 个 元 当时 我- 四 
和 四 知道 me 归隐 数 12 的 针 环 淖 。 


gg 厂 g ;$7+1 > 乞 然后 gf 代 爱 着 同 于 of 所 代表 的 同一 个 元 来 
代表 着 同 于 也 所 代表 的 同一 个 元 康 ， 名 B， 并 且 了 代表 Fa. 这 
样 gf, 从 而 gf， 代表 Be Fa - 
定理 2.5. F(ao8B) 一 FuoFB， a € nos"), BEm(so 
由 这 一 个 显然 的 命题 就 有 下 面 的 系 : 四 
条 2.6。 加 果 ckm(S)， 一 1Emo(CSD) 有 
”PC-Deom = 一 Pa 
六 是 因为 了 是 _ 站 同 态 F (一 1) 一 一 1 Ena"t), 据 定理 
2.3， 于 是 F(( 一 boa) 一 下 (一 1)oFa 一 一 1eFa 一 一 Fa 
”和 有 季 2.7. Frs(S?) 至 多 有 两 个 元 来. | 
至 “生成 芒 (S), 旭 (一 1)*a 二 a; 但 是 
F(a+ (~— 1)e0) = Fa 一 Pa 一 0; 
”于 是 F(20) 二 2F(&) = 0， 从 而 本 和 成 立 ， 
定理 28. 和 如果 a€ FramalS™)» 则 a 的 时 F 夫 不 变星 是 


鹤 。 
EE go, py, Bo- -> 57, E4, E? 是 一 个 单 业 里 象 代 央 着 


”a。 对 于 任意 的 在 54 的 一 个 = 维 单 椒 形 内 部 的 p， 由 于 2 2， 
六 'Cp) 是 21" 的 一 个 (5 一 1) 维 轩 链 , 守 束 一 个 在 E23"! 内 的 


a 维 链 . 因此 f(C") 的 确 不 便 复 盖 8"， 折 以 < 的 堆 小 天 不 变量 是 - 
霉 . : 四 

我 们 同时 可 以 证 明 : ” | | 

“定理 2.9， 加 果 a€ Fr lS™), 期 H*C@) =.0 Emm(S*m), 

我 们 重新 提 到 H* = XO6 - 
nS SUS 
Dim(S"US) rns XS ,S*US"), 

KimtlS” X SS US 一 rrti(S”).. - 
可 事实 上 ， 如 果 “是 一 个 同 纺 映 象 元 素 , 我 们 将 姓 明 Ou(a) = 0. 


”考虑 由 外?. 二 iig 所 答 定 的 映 象 f:57 一 5? U 57 ， 其 中 的 加 


是 第 二 章 5 2 中 的 映 条 4 蕊 现在 当 作 是 一 个 映 条 三 一 吕 ， 并 
S 83. 。 


ra 
1 


目 是 恒 等 喘 象 Sr sr Us?; 又， 本 Bae i 有 类 似 地 定义 ?， 


. 于 是 f 是 一 个 映 象 导出 
pi :rr(3S?) > A SY Us?), 


_ i 


另 一 方面 由 了 的 定义 ,世代 表 
a 十 i2) En SY USz )， : 
中 £ 生成 za .57), 密 当 作 是 Xn US ) 的 一 个 子 苦 ， X= -1 2 


- 故 pk a) = (fi 十 2)aaw。 这 时 如 果 'a 是 一 个 同 炉 映 象 元 素 ， 从 定理 
2.3 就 有 人 aa 十 ia = 一 iow 十 sa。 此外，2 定义 作 到 直接 和 分 


解 

人 (57 US?) ~ nS ) 十 Cs? ) 十 ra Xx S52 》 5 os) 
并 且 投 身 Ar(SI U Sz ) 的 一 个 元 素 到 写 的 在 

nr SY X S57 ， SUS7D) 


内 前 分 量 上 ， 由 于 aea + joa€ rs) + mr( 吕 )， 这 就 有 iox 十 


“io0 的 投影 是 雳 ,或 者 OF(e) 一 


“ 我 村 在 陈 演 局 二 站 洛 坦 斯 双 的 基本 的 同 稳 映 象 定理 密 
人 下 H.C. 威 股海 特 分 作为 "粗略 的 "和 精 硼 的 "定理 - 四 
定理 210 (粗略 的 同 掉 映 象 定理 ).” 
当 >< 委 22 一 2， F exes) 一 5") 是 到 Ar 人 en 下 而 
- 当 ><27 一 2， 是 局 构 的 . 
定理 的 第 一 部 分 已 经 被 ]. H.C. 成 脱 海 特 推广 如下 CE 
威 股海 特 的 定理 是 更 广 于 这 里 所 谈 到 的 ): 
. 定理 2.11. . 褒 X= = XUe” 站 目 训 让 BE", ST A ,六 是 一 
个 对 于 * "的 特征 观 象 .， 这 有 如果: f 导出 - : i 
grin(E";S” 1).—> rx,(X* ,2)， 


0 0, s=1 的 部 ， 2 SrtA 


D 这 也 就 是 说, 闻 ;是 一 个 映 象 E’, Set ->S2ypo, 它 可 以 取 帮 是 pon, 正 中 
及 瑟瑟 是 在 Sn 内 的 反射 : 于 是 ,在 这 一 鲍 定 下 , 由 四 i 就 当 作 是 一 个 映 象 
. E> Sz 的 中 a 而 硬是 估 等 菊生 59 六 Sf 59 i 
2 “ 同 粹 映 象 《Suspcnsion)” 是 弗 洛 起 斯 尔 的 Einhingung 的 英 避 名 ,见于 他 的 


葵 文 “Liber die Klassen von Spharenabbildungen 1”, Comp, Mazh., 5 C1937), -| 


299—314, 更 着 应 下 大 考 此 书 . 


[和 


™ 四 


Te 


no 


证 到 十 (X+,X) 上 的 . | 

由 于 定理 2.10 断 避 了 : 当 ， < 加 一 2 时 ， i: :mB Sy) 
m5”, 五 < ) 是 双 一 (S"， BE” ) 上 的 ， 震 且 由 于 zw(8*) 二 0,s 二 1 

”一 工 (平凡 地 ) ,显然 定理 2.11 推广 了 定理 2.10， 

、 我 们 将 示 明 ， 可 以 充 份 诈 明 ， 在 每 一 个 类 a Em K+, KX) 中 , 我 


们 可 以 找到 一 个 映 象 g:E', 5S”! 一 X*，X 使 得 对 于 某 一 x Ee"，- | 


gx) 是 空 集 或 者 是 单独 的 一 个 点 设 站 x) 二 y€ 8', 则 E" 一 y 
的 一 个 到 5"! 上 的 形变 导出 KX* 一 x * 的 一 个 到 X 上 的 形变 . 这 就 
` 意味 美 内 射 - 

二 :CX*, X) 一 > (XE 一 zx) 

| 是 一 个 同 构 (在 上 的 ) 如 果 gq-!(x) 是 空 的 , fa = 0, 因此 wa 一 
假定 这 时 后 ks) 二 z,z 是 E' 内 部 的 一 个 点 ，. 设 U 是 x 在 c* 中 
的 一 个 邻 域 。 然后 存在 x 的 一 个 邻 域 了 ， 落 于 EF 的 内 部 且 使 得 
q(V)CU,. Er Ea 元 上 的 一 个 形变 收缩 引起 4 的 一 个 同 从 。 在 这 


一 同 侈 下 5 一 永 通 过 >. 这 就 意味 着 ia(EnCX*,X* 一 x)) 可 以 


由 这 样 一 个 映 乡 gy 代表 ， 它 具有 性 厦 gf 8" C U. 于 是 fq 是 一 “ 
一 个 映 象 " : 7 四 _ 
E’, gt) B”", Br 一 yy 
并 且 Fr ') = 一 9 。 这 样 ia 落 于 hr(B”, BE" 一 y) 内 ， 其 中 
z LAO ED Xe 一 ZX) 
由 了 导 由 ， 如 果 i 是 内 射 同 构 四 
四 ES 
”这 时 显然 有 hj 一 地- 所 以 站 
ia— hp, BEm(E®) 本 = 
YE, SD), =igr, | 
并且 ， 由 于 是 同 构 的 ， & 一 gry， 所 以 pr 是 在 上 的 
在 定理 的 条 件 下 ,对 于 每 一 个 类 6 mw(Xe*,X) 可 以 由 一 个 具有 
所 希望 的 性 质 的 映 象 求 代 卖 的 犬 明 ， 可 在 本. H. C， Whitehead? , 


. 1) 于 这 往 答 文中 破局 海 和 还 宇明 下 一 个 二 理 , 检 用 可 于 和 和音 
"2.12, 


s BS 9 


“ 上 
- ” . 性 


A note. on suspension” > Qua 7. Math. Coutord, 1950)» pp, 
9 一 22: 中 找到 . 和 
关于 定理 2.10 的 第 二 部 分 的 诈 朋 。 谢 考 可 以 二 看 成 股海 特 的 


“一 论文 或 者 弗 洛 坦 斯 尔 原 来 的 说 文 


定理 2.12， 如 果 g, 是 知 同 在 定 吾 2.11 中 那 禅定 义 ， 划 当 
_F: 了 CS) 5") 是 一 个 网 构 (在 内 ?时 
- gr: :x B", 5" ) — x,(X*, X) 

是 同 构 (在 肉 )， 加 果 所 还 是 到 zr(S*) 上 的 (例如 ， 当 *> < 2 一 2 
则 g, 是 到 rKXY#,X) 的 一 个 审 接 加 项 上 . . 
。 因为 由 (2.2), 对 于 所 有 a€ nn,(E?,5”-!)， 有 er(a 一 FaCa 
由 于 4 是 一 个 同 构 ( 在 上 ), 因 此 当 F 是 同 构 时 xX,g, 是 同 焕 ， 如 果 


入 g 是 同 构 ，g* 显 然 地 是 同 构 , 而 定理 的 第 一 部 分 得 由 。 


部 分 看 作 是 下 面 的 代数 引 理 的 一 个 直接 千 果 : 
Bl 理 2.13. 设 G， 五 , 下 是 三 木 交 焕 村 计 且 视 2: GH, 
p: 甩 王 KK 是 一 些 同 态 使 得 LA:G = kK, 则 和 是 一 个 同 构 (在 内)， 
昔 县 百 一 1G 十 AIC0). 加 
为 此 发 hE€ 有 H. 这 时 ph€ KK， 所 以 hh 一 plg 对 于 革 一 gE6 - 
成 立 。 于 是 h 二 hg 十 有如, hE np(0). 现在 慨 je 十 和 一 0， sEG 


和 EC0)， 然后 Ag 一 Ag + 扩 ) 一 0， 所 以 g 一 0> 从 而 1 是 


同 构 , 且 同 时 各 一 0. - 四 | 
在 定理 2.12 的 术 匡 下 就 应 该 有 ， 
(KX*,R) = greC B", Se 十 >"). 

z 定理 2.11 和 2.12 的 一 个 重要 的 结果 是 ?: 

” “定理 2.14. 和 如果 gr 如 同 在 定理 211 中 那样 定义 ， 瘟 且 ” 
x(X) 一 0， ; 一 工 ， 2 *…， 下 < 妇 2 一 1， 期 

(Bo SY) a (X*, RK), 2, 十 外 一 

i € 5") 是 在 定理 1.6. 的 证 明 中 所 描述 过 的 威 

股海 特 积 "元素 ， 让 时 精 租 "的 同 粕 映 象 定理 就 如 下 : 


了 这 一 定理 应 与 Whitehead 的 “A note on suspension” 的 定 下 人 
春 前 而 的 网 法 及 有 关 区 7 ” 


外 36 * 


[A 


定理 2 15. ( 精 组 的 同 洗 映 象 定理 )、 和 fo CS) 代表 roo! 
er 的 由 其 有 要 小 天 不 本 的 天 所 地 民生 守重， 于 是 人 
Fan_a(S™™ ) 一 Nini S” )os (i) F: rm (SS) -wy rn Sx+1) 的 核 是 由 ， 
{isinl. 生成 的 循环 二 ; [i,,is] 当 是 货 数 时 有 本 下 夫 永 变量 
， ”上 士 2, 内 以 了 的 核 是 无 限 特 于 葆 ;如 漆 二 是 奇 激 ) 骨 [5 和 为 0 或 ; 
” 草 是 2 ,依照 敬 wiaf5”) 有 或 者 当 有 一 个 元 业 具 有 餐 小 夫 丰 变 重 

1 而 定 ，- . 
下 
的 形式 . 弗 洛 坦 斯 尔 镍 明了 : 当 #* 是 候 数 时 ，F: sap 1(S") > pean 
(57+1) 在 mi(S?) 的 子 区 rs-1(5") 上 是 同 构 的 共生 有 一 个 核 ， 
““ 埠 的 所 有 元 素 都 具有 偶数 的 霍 小 夫 不 变量 ; 并 且 ， 当 # 是 奇数 时 ， 

如 果 re) 有 一 个 元 素 具 有 夫 和 夫 不 变量 1， 则 ， 

F: met) mgs) 3 | 
和 这 样 就 是 驶 推荐 内 : z z 

定理 2.16. rotiCS"), (a > 3) 是 由 ia 让 大 的 二 短 
到 好， 诬 中 F”” 着 (= 一 2 ) 重 网 妇 喘 象 业 是 “mc 琶 愉 下 关 : 
映 象 类 .… | i 和 
据 定理 2.10 四 加 | 上 i 
5) = Fm(3)， 二 、 
Cs = (8) a ~ ai") 全 
”乌有 系 2.73 ma(C55) 至 多 次 两 个 元 案 ; .并 自 据 定理 2.15， 由 于 有 委 


~ 


多 


， 
We 人 


下 夫 不 变量 1; P(g 关 9， 
邓 2.17. 5) 是 由 aoF a) 生成 的 2 险 作 环 昔 ， 
这 包 第 五 章 定 理 2.1 立即 得 出 . 人 


”现在 由 定理 2.15 得 出 (5?) 是 rs(57) 在 F 下 的 同 杏 旬 并 县 

，: 康 次 的 同 粹 映 象 答 册 同 构 。 四 1 
x5) 一 xsl 8) ne 一 
因为 mo 有 一 个 元 素 具 有 堆 站 夫 不 变量 1. 事实 上 ,G.W. 威 


i 
| 7 
| . 4 + 


的 
f 


， 膀 海 特 ? 忆 .起 钙 明了 zs(5") ,2 光 2 是 卉 F(a)o Pri(a) 生成 的 “ 


.2 阶 循环 淖 . 不 过 ， 在 现 阶段 ， 我 们 还 不 能 对 ， G. W. 左 脱 海 特 的 ， 


方法 ,以 及 更 近代 的 嘉 当 和 色 尔 (H. Cartan 和 .=P. Serre) 的 于 1 


算 球 上 的 较 高 维 同 伦 春 的 方法 作 一 些 计 论 .. 我 们 把 一 些 可 以 从 同 
等 映 象 定 表 和 前 面 某 些 精 果 抽 旦 前 辕 论 集 中 到 一 个 定理 . 


定理 2.18,，.(D) rorx(S") 一 0 或 Zz 4 字 3; (i) mn(S 
-是 常数 ”, 滞 且 不 为 替 ，# >> 5; Giii) xz(S”) 是 常数 ， 此 且 不 为 罕 ，、 可 


2 > 9; (9) zaCS)， io S51) » ws(5 明 ， Xs(S) 和 ra S) 涵 入 惟 . ; 


GD 和 (iD 两 部 分 由 定理 2.15 以 及 mm(S0 和 rs(S') 有 具有 ” 
\. 霍 卜 夫 不 变量 1 的 元 素 这 一 事实 得 出 . Gv) 这 一 部 分 由 定理 2. 3 z 


_ 和 第 五 靠 定理 2.10 以 及 (Qi) 和 《这 两 部 分 得 出 . 


我 们 可 以 展示 一 个 映 象 5* 一 Se 代表 mm (Si), (ma 之 3) 的 . 
一 个 生成 元 . -本 是 点 适合 于 六 十 … 十 如 二 1 的 点 (yi, 
“ys) 所 租 成 的 空间 知 且 宫 5” 是 适合 于 xi 十 "… 十 zh =1 

的 点 (zi ， xat1) 所 租 成 的 空 须 . . 这 时 ， 这 样 的 一 个 觅 旬 答 i 


定 为 . 和 


其 中 


é = Xn + ixmrla 7 一 yw ' -一 i z 一 Vi. 
我 们 已 技 看 到 ,对 于 在 zo1(5”) 中 ,是 惕 数 ,是 否 存在 一 个 瞪 


` 夫 不 变量 为 1 的 元 来 一 事 是 店 为 重要 的 G. W. 威 脱 海 特 让 , 
明了 当 n 天 4 入 二 2,m 之 1 就 不 会 是 这 种 情形 ， 最 近 以 来 ”， 网 源 ， 


“， 姆 已 级 姓 明 了 ,如 果 这 样 的 元 素 存在 , 则 2s2 
3 在 杆 闪 空间 上 的 应 用 . 引 我 们 水 让 第 五 间 定 理 2.3 的 站 国 


1) 六 大 on the (4 + 2)nd homatopy group of the Hsphere” 加 Ann. Mah, 


+ 52.(1950), 245—247, . 这 一 精 果 已 名 出 IIogrprraa 于 [ognan Axan.. Hayr 可 


、 CCCP, 70 (1950), 9%57 一 959 莫 明 过 ,从 而 校正 了 一 个 较 时 为 他 所 作 的 报告 中 ， 
的 错 襄 . 

2) 现在 已 径 知 首 TntalS?) 是 由 mts9 中 Hopf 映 条 类 的 Ge 一 4 四 同和 亲生 

、 全 当 我 写本 字 时 ,. J J.=. 色 尔 党 新 我 光 个 属于 亲 闻 旭 的 本 时 


。 88 。 


yi 二 21é | - > Yn 16 好 一. 2 yn: =1 一 el 


人 


人 


外 上 


- 接 和 分 有 x CS ) nr, CD Ce 我 们 重新 指出 ， 这 一 分 解 是 当 


我 们 应 用 由 糙 维 映 象 8 -> 5+ 所 导出 的 同 构 (87,53) = (50 时 ， 


从 分 解 和 (SS 之 xe(5”) 十 xi(S) 所 引起 的 . 现在 rma(S 已 
考 由 一 个 同 构 嵌 入 一 (3 ， S )， 这 一 同 构 是 由 在 奶 象 坟 sm 5 及 
f 的 扩张 让 :EE”, 5S 一 >57, 53 交 的 某 一 对 应 1 一 了 所 导出 . 我 们 选 
择 了 恒 同 映 象 咖 一 53 的 一 个 固定 的 (但 是 任意 的 ) 扩张 起: Ei,S 一 


3 9。 这 时 ， 如 果 六 :EF ,Sm 一 By S 是 了 的 一 个 扩张 ， 则 ，. 


”了 = 好 是 到 一 个 映 象 了 :8! 一 .S75 的 扩张 , 且 显然 地 有 ， 
了 一 导出 rlS’) 到 lS’, 83) 内 的 所 需要 的 同 太 (于 实 上 , 同 司 - 
构 )。 / / 四 
定理 3.1. z sp 入 ms 的 村上 的 话 入 甘 象 划 岂 上 是 
EF: ra) 一 (SO) z 
首先 我 们 在 7 二 4 的 情形 下 加 以 凸 明 . 殖 时 有 代表 C8) 


一 痢 一 个 生成 元 ;使 得 有 ?: 如 果 :3 5 是 半 稚 映 象 ， 则 映 象 ， 


YR:E', 一 S ， Po 生成 m(S ) , 双 如 果 5 彼 适 当地 取 好 了 定向 ， 则 
J 代表. mi(3S9 的 正 生 成 元 . 因此 把 ra(3S ) 效 入 CS 的 同 构 ( 在 
,县 情形 下 ,自然 是 一 个 到 rs 上 的 同 构 ) 就 正 是 FF: makS ) makGS 7) 
由 此 便 得 知 Vk 和 映 象 内: E', S 一 5, po 在 同一 类 中 . 我 们 
本 到 和 定理 3.1， 如 果 万 S“ -> 5 代表 ri(5) 并 且 了 :Er, 5" 
-一 > 万， S 是 f 的 任意 的 扩张 ， 如 psf” :三 ， S 一 一 S po 代表 F(a). 


“我 们 知道 把 mi(8) 嵌入 mw(5') 的 同 构 是 由 对 应 一 Jf" 所 导 ， 
` “出 ,并 且 有 ~ 由: E' :5 5, po 因此 4 一 a 且 z(5), 


一 坎 了 婴 大 (SD) i * 
定理 3.2. 议 记 : Se 由 妆 身 4: Ss 所 导出 . 
于 是 已 和 FF: ms 一 Cs) 证 同 构 ， 站 且 39) 一 -Par(S’) + 
十 Fr (S83). 
由 完全 类 催 的 注 证 我 们 古 明 : 


定理 3.3， 讼 PP: zy(S5) 一 xk59) 由 投射 几 : gs 导出 . 于 


一 一 一 一 一 一 
DD 这 旺 发 变 了 在 和 所 章 中 我 们 所 用 的 了 号 而 及 少 代表 和 入 了 条， 与 pn:En, 
， Sn -> Ss, po 混淆. 


9 ， 
t : 


时 i | | 


是 P 和 和 F: rin) 一 Co 是 同 交 ; 重 
、 (Sa = Pr,(SS) +. Fx’). z 
作为 一 个 特殊 情形 我 们 有 mr(S9 2 Pay(S’) + Fr Ss’). 六 
Prr(S7) 是 由 办 上 天 映 象 3 一 :34 的 类 生成 的 无 限 阶 循环 擎 , 而 
Fri(S) 是 与 Ns(5’) 同 构 的 子 愉 并且 它 是 由 答 目 夫 不 变量 为 臂 的 ， 
一 些 元 来 租 成 . 现在 FF: mS) > 5’) 是 到 xs(S 沪 上 的 ， Fl Exe(S’) 
是 同 构 ， 并 且 万 欧 核 是 由 一 个 具有 霍 上 类 不 变量 2 的 特殊 元 素 生 
成 据 此 则 ma(S5) 因 之 xot3(S”") (nm 之 5 都 有 一 个 同 柳 于 ra(S3) 
的 子 恒 ， 并 且 ,ma(8) 含有 两 供 于 - mi(S) 的 元 素数 ; -因为 ， ， 
gE ny(S1) 有 霍 卜 夫 不 变量 1,FCc) 就 不 能 属于 Prs(S)。 一 个 类 
”做 的 分 析 可 以 应 用 到 ras(Se) 上 .。 . 
F:x (SY 一 mr(S0 和 OF: ns) - xls) i 
( 朗 对 于 > 的 所 有 和 什 ) 引 出 以 下 有 趣 的 结论 . 0 
。 完 理 3.4.。 如 果 a€x,(S")y Bi,\B€ ralS*), 万 二 3 或 7， 则 
(BB1 十 Bi)°0 = 一 Brea 十 Bi / 本 
pe = BT BBC) EB + .FC(BDPCR) z 
= F(B)oF(a) + F(Bi)oF (a) ( 据 定理 2.3) 
= F(Bioa) +.F(Bysp) = F((Bi2a) + (Byeo) Ye 
这 样 (对 于 % 的 所 消 值 )，(B, + Boa 一 所 cc 一 Boa 是 在 
:XA CS) 一 > wrtiC Stt!) 的 核 欠 ， 因而 当 数 一 3 或 7 时 为 0Q. 
“定理 $5. ”加 果 wk CS Bi, Bo6 CS， n> 3， 区 加 
(Bi. 十 Doc 二 Bre 十 Baoc。。 | 
发 了 Emma(s) 是 堆 上: 夫 映 象 奖 和 2.1 就 有 
‘Bi=Y°B;, BE maks 7 一， 2。 所 以 
(Bi: + Bi)°a 一 (ycpB; 十 7°B) ee 一 7e(pB 十 Biyoa 、 
= yo(Bioa + Bioa) ( 据 定 更 3.4) 
:==Y°Bioa+ 7° Bi°a = Bica 十 Bea. 
”定理 3.5 不 言及 ”= 2 的 情形 . 这 里 的 情况 有 些 不 而 .. 
定理 3.6。 加 果 cem(9)， 理 且 ; 生成 (5) 风 对 于 所 有 


、 1 1 ， - | 


”一 


i 


。 葛 蓝 款 和 有 有、 


中“ 
! 


(i)oa — hoa, 7 一 2 
= Ray 7 > 2。 


* 


+ = 2 的 情形 无 须 重 现 . 假定 > > 2,! 因 而 a 一 :yoo， Em + 


CS 出 于 Rioy: 的 霍 下 夫 不 变量 是 e 芽 四 ra0S2) 是 无 限 循环 的 ?， 
于 是 (ki) oa : = Cioyea 一 ef 据 定 理 3.5, 下 Y°o .= Co) i 
.= Ka, 这 就 莉 明 了 和 全 定 理 ， | 
可 以 同时 地 观察 到 ， 几乎 是 直接 由 关系 冯 2 于 Yo 2 a | 
Per) 一 0 这 一 事实 ， 就 有 : 


2Fr,(S’) = 二 0. 


对 于 所 有 的 + 之 3. ， 四 
“ 我 们 现在 应 用 同 迁 喘 旬 再 药 于 更 第 浊 注 浊 Na 的 了 有 bE 


| 实 上 ; 我 们 只 限于 浊音 Vs, 2 以 及 Vs, 一、 


”在 第 五 帝 中 我 们 有 坟 m(COD = 0 ms(0) = Zn (C9) 二。 
= Zo 十 Ze m0) = 0) 二 2, 并 且 知 道 必 (0) n>25) De 


是 由 一 个 映 象 fi 5 + 的 类 所 生成， 这 一 映 象 是 对 于 有 并 维 3 且 
底 空 半 为 53 的 糙 维 实则 0, 的 截面 . 我 们 现在 解 明 : 
定理 3. 7. X42) = 一 0， xz) 一 ZL2y C00 ， = 2 十 ia 


= i 


EF 


“由 于 2， 是 图 ， i( 0) 一 0; pe 3 维 突 射影 空间 并 且 稚 5 拆 


算 盖 , 据 定 理 2.16, 因此 mm(9;) 二 2; 据 第 五 章 (3.15)，m(0D) 一 


，， CS) 十 makS5 一 五 十 Da。 我 们 现在 来 计算 m0). 


“我 们 首先 注意 到 ， 在 直接 和 分 解 和 入 
" m4) 一 zn 0Q3) 十 m5) 


中 获 mto 入 waC00 的 同 构 是 由 营 面 一 0， 导出 . 现在 考虑 


“省 解 ” 


. 1 
| “ ，， 一 :3 ， 
、 0 四 ， | ns) 一 一 x Qs) . 
I » . 

, ws (Os> 2) 一 一 zt 人 (人 ) 一 > TC;) 
J 9 
i 六 :1 四 . - 、 

精品 | 
| | 、 * 


在 这 一 图解 中 和 是 由 在 xm(S’) 的 不 为 均 的 类 中 的 一 个 映 象 

中 一 呆 - 所 导出 。 由 于 有 瞎 象 51 一平 是 一 个 胰 象 呵 一 3 的 同和 纺 映 

“” 象 ,从 定理 2.3 得 知 1 和 是 同 态 ;我 们 还 需要 下 面 的 事实 : (和 

| 映 x Qs) 到 为 上 ; (过) 24 映 ra QO) 到 [ ri(05) 上 ; Gi) Li3 一 

= iN; (iv) i4 (0) 一 dsC05， 09,); (CY) Xs(49;, 04) 一 Zz 
，(i) 的 应 明 . 由 于 重复 盖 .3 一 0, 导出 一 个 同 构 Ta (FP) ~ 


ox) 从 而 rs( 0) 中 的 任 一 类 可 以 由 一 个 映 象 5">5->0; 来 


代表 ， 于 是 在 x(@34 中 的 两 个 类 是 零 类 以 及 含有 3 一 0 的 
类 ,其 中 Se 3 是 ms(S) 春 的 不 为 堵 的 类 中 的 一 个 映 象 而 Ss 


是 复 六 映 象 . 我 们 有 re) 一 ixa( 0Q3) tf *xr, fo), 其 中 2 是 办 | 
射 , 且 六 是 由 截面 f: 3 一 04 导出 的 。 我 们 已 各 证 明了 的 是 上映 z 


射 ins(0,) 到 ixa( Q3) 土 ， 而 图 解 前 面 和 的 注意 朗 是 襄 大 映射 


fm(5) 到 产 <i(99) 上 . , 这样 就 证 明了 (iD (ii 是 第 五 章 定理 3.9 ， 


的 一 个 特殊 情形 (n = 4, 加 一 3); (年 ) 显然 , (iv) 由 同 伦 序列 的 
正 合 性 得 到 ,而 (v) 则 由 下 面 的 事实 得 出 : 0; 是 5 上 的 秆 稚 实 陋 
未 维 为 2, 以 及 mm(509 二 Zz 这 

由 于 i 映射 Xs 0,) 到 x Qs) 上 虽 ps = jah, 这 就 有 jp 映射 


xi( 5) 治 rt(O:) 上 ， -由 于 Ts(0Qs) 是 循环 看 (第 五 章 定理 3 113 


而 包 是 一 个 局 态 ， (Qs) 是 循环 车 现在 m0) = 2 + 2 ms) 
作为 一 个 循环 同 态 的 象 就 必需 是 零 或 ZI、 假 车 m60;) 是 才 , 那 么 
“a 就 会 把 rs(Q;, 904) 映 导 到 ns O01) 上 ， 而 由 于 xs(Q;, 0,) 只 有 两 
个 元 素 ， 这 是 不 可 能 的 ， 因此 xd(G5) 一 2z。 它 是 由 一 个 映 得 一 
一 3 一 2 的 类 所 生成 > :其 中 3 一 S3 是 在 m5’) 不 为 零 的 类 中 而 
3 一 4 是 截面 . 


+ 


”我 们 现在 能 从 偶 (0Q;,4,) 的 同 伦 序 列 的 正 合 性 推出 , 吉 : 攻 (0;》 | 
一 ma(9;) 是 到 zs(92) 二 0 上 的 利用 rsa(5") = 有 ,之 2; 我 
们 可 以 推荐 上 出 zs(Q2) = 0, ns(0) = Z, (20 加 2 2 | ， 


rs( Qs;) 一 Z,, 但 我 们 不 青 进行 了 全 和 的 葵 述 . 


可 以 同时 放 明 作为 mm(9:) 的 一 个 同 态 象 的 ri (00 事实 上 是 - 


芝 四 此 m0,)=0, #6. 耳 妆 过时 难 ， 由 由 路 和 在 Topology 


”92 。 


人 


v 


1 


of Fibre Bundles, p. 124 ,中 葵 出 。 : : : a | : 

”向 过 来 注 窟 wr《Yapiz),, 我 们 将 假定 > 是 偶数 ， 内 为 刀 委 何在 

”第 五 章 (3.8) 中 所 示 明 的 ,如 果 ” z 是 偶数 ， 划 和 rr 了 tu27 ~ x SY 十 ,。 

+ a(S ), 而 这 一 情形 中 计算 各 (Jrarr 2 的 问题 便 归 千 为 计算 球 

上 的 同 伦 漂 问题 ， 我 们 来 证 上 明 ?: . 

-定理 38. 因果 是 偶数 且 >2 4 则 

和 4 LB = pa(V st12) 一 Z. 呈 本 四 

者 目 由 新 蕉 为 Na 一 3 的 季 厅 空间 Var 到 8 上 的 投身 

， “所 引出 前 序 现 的 生生 和 | 


Ss rnt(S") -一 (30 一 ra Vat i. mS) fs ) . 
: 一 一 x CV oat, 2 i ~ | 
我们 在 第 五 章 中 十 明寺 drs(kSs?)》 是 x (5S!) 中 的 由 2 € ee 、 
生成 的 子 草 ， 由 于 、 
”| inxoa(S™!) 一 ji Ve ) 本 、， 
是 到 xa(V ot ;) 上 的 并 和 且 ; i :的 核 是 上 由 2 生成 ， 这 就 有 ra He 十 1， 村] | 
: 一 ZZ. 现在 从 这 一 正 合 序列 (作为 第 五 章 定理 3. 9 的 一 个 特殊 情 
形 ) 得 由 | a : 
2 lS"). ~ to Vt 2) | 


是 到 (Po 2) 上 的 .由 于 zz 空 4» 故 aS) = 一 Zz ”如果 我 们 2 l 
能 慧明 3xrr(Sr) 一 0， 本 定理 的 业 除 便 隧 之 成 立 ， 这 就 是 下 面罩 


理 的 一 个 直接 精 果 . 


| 理 39。 届 eri -nst 代表 Tor) 的 生成 充 ， 让 县 机 


ft 往 册 自 辣 态 大 : mr(S 一 ) 一 mr 于 是 二 4F， 其 中 F 是 同 - 
”后 耻 象 F:x,(S”)—> qin(S”) 而 5 是 同 坊 2: (5 一 (So 
设 一 Fb, xc rr 5"), BGr CS ),. 于 是 a 可 以 由 一 个 映 


象 机 PS 全 本 Sr 一 “So 加 入 雪 ， 其 中 的 fs" 代表 By 市 


1 
hh 


了 自然， Va) 一 2 但 (Vas) = 0， 因此 = 一 2 人 当地 
”中 除去 . 
DD 如 第 二 音 52 中 的 gw- 


源 着 注 , i i 


加 有 它 的 习 有 ?的 意义 ， 匣 暴 :Vort2 一 5" 是 夺 维 贞 射 区 


‘A 


Dr: 五 > Si > sr», po 同 伦 中， 其 中 *: 五 ， S 一 一 了 ruay S S 是 在 


第 五 壮 定 理 3.7 的 证 明 万 用 到 过 的 那个 映 象 ， 县 使 得 «|S™ 2, 
设 每 出 同 构 gd :rt Vat 23 SS!) 到 Ar41(S” ) ,由 于 4 Ert, 


S77 5 Po 代表 着 at mt 5”) 从 而 af: E"*, S7 一 2 2 5 ~ 代 


z go. 现在 1 ， 


_ a: (5? > 一 人 x 4Csr9 | \ 
正 是 je 其 中 4 是 边 烙 同 起 。 四 
7 | ri Vorrs 23 S” 一 ) 一 ”天 se 


一 这样 2(0) 就 由 旨 |5"， 也 就 是 志 一 个 哎 象 5 一 se- se: 来 代 


湛 , 其 中 5 一 5"! 代表 B, 且 5”! 一 5”! 就 正 是 映 象 :。 这 意味 


着 dC) 兰 4(B)? 或 aF(B) = 4(B). 从 而 完成 了 相 理 的 部 明 . 


现年 股 庆 是 偶数 且 > 4。 于 是 据 定理 2.10， droii(S") 一 
| ils); 据 引 理 3.9, = hnnCS”"))， 而 且 tS"! 一 > So 是 一 


， 个 度数 为 2 的 映 谊 ; ' 负 于 ro(3”) = 一 Pras™), 由 ?定理 2.3 以 
¢ 汲 (5S) 一 2 刘 和 
h(xa(S™)) = 一 am = 一 0， 


这 就 让 明 了 定理 . 


如 时 我 们 利用 tz(5") 二 Za 9 > > 2 这 一 事实 ,在 7 是 偶数 


是 > 4 的 假定 下 用 同样 的 方法 可 以 证 明 ToriCVory 2) 是 ZZ 的 一 个 


不 张 . 巴 雷 脱 M. Barrat) 和 培 奇 特 (G. Pacchter) 于 最 近 证 明了 , 


事实 上 rat1CV at 2)》 = 4 NO 
”定理 3.10. 到 (ataa) 一 0y# 3 2 . 
“所 第 五 痊 (3 5) 足 够 证 有明 zes) 一 : 0. 我 们 利用 (4806) 二 0 


,这 一 事实 . 据 第 五 管 (3.12) ,ri(7a4) = 一 0， 现在 ye 是 Vos 上 的 


“ 轩 粮 空 随 且 以 Vs 二 5 为 秆 亲 :， 变样 我 们 有 同 伦 序 列 


VD (Ve) 5) — oe 


tl 人 ri(7 坟 是 mk 的 同 态 旬 ， 因此 把 定 天 52， 


D 二 起 ， 自 同 态 12rr(Sa-a) -> er) 2 是 下 ,由 ia =2i10 : 葵 昌 ， 其 中 二 


生成 za 52 上) 。 


VY 


A 


(Vos) 是 0 或 互 ， 这 样 了 pa 作为 开 限 阶 条 环 盏 的 ~ 个 子 末 


是 零 , 从 而 了 是 到 舟 (Fss) 上 而 mm(Fea) = 0。 


4. 4 义 夫 上 尖 不 这 这 一 节 的 主要 目的 是 要 示 朋 ， 定 X 于 


i se (So 一 > mrtl(S ) 1 i 
的 确 推广 了 有 填 不 这 是 我 个 首先 研究 完 具 有 一 个 公共 点 的 一 些 


球 的 逢 集 上 的 同 伦 替 .… 在 第 四 童 $ 6 中 我 们 看 芭 ， 2 如果 了 ， 区 是 


共有 一 个 公共 点 的 空间 ， 自若 我 们 把 了 和 YX Y’, Y 和 各 x Y ， 

yoE€ 了 ,ys€ Y' 层 同 起 来 、 则 了 Y 和 YUY 变 为 1 Y X.Y' 的 子 空 
天 旦 我 们 有 ， 

(TUY ~ 二 CD + 二 ah XY YUY’, 72>1, 


/ 《4。 1) 
，” 考 外 ， mlY), zy 由 内 庙 喘 和 sy UY) 又 ea x 卫 、 
YUY') 由 边 次 ( 同 构 ) 、 | 和 

t+ :rosilY XY YUY) SCYUY) 


嵌入 ;而 ra(Y UY') 由 为 投射 YUY’—Y,YUY’ 一 了 导出 的 
同 态 投射 到 xs(Y)。m(Y') 上 .如 果 我 们 称 这 些 投射 为 pp 面 ， 
酚 射 是 2 2 ， 则 relYUY') 由 为 9(x) 二 L(x 一 ipx 一 PE), 
xExYUY’ ) ,给 定 的 0 投射 到 mr(CY XY’,YUY 2)- 上 . 
现在 衣 了 = St YY 一 Se 于 是 | 
xs SPU SI) 2 rp CSt) + mslS3) + rntCS? x Sa ， SUSa 
推广 $2 的 《C), 设 be Be :一 S? 定义 如 前 ， 类 似 地 对 于 $a; 关 且 定 
六 人 
， pp. E? x Be Se x Se 为 rales y) 一 . (po), ‘7)). ' 
于 是 .Se X Sa = 各 (Be X E), 中 p.a 局 同 胚 地 映 Er X. Es 的 内 部 到 
S? X Se 一 SUSe 上 ， 且 ov 映射 E? X E64 的 边 精 入 SUSe。 这 


~ 


样 pp. 是 一 个 对 于 (p 十 9) 准 胞 腔 的 特征 映 银 ， 这 一 胸腔 是 附加 z 


.到 Ss?U St 上 去 形成 5? X Sz， 设 和 导出 
grim(Erta, Erta) 一 zs(S? X Se， SPUSD), 


据 定 理 2.14， 如 果 2<， < ptat in(p, 9) —2, 朋 名 是 一 | 


| ?352 


本 


个 到 训 Cs? X go, geUSo) 上 上 的 周 构 ， 并 和 ， 利用 向 伦 边 称 同 构 ， 
a :x (Er+a, Err4a) 二 rlSeta!) , 如 时 ,，' 霹 
(21 Cpat ning) 3 
z 我 们 就 有 ' . 
gCS? Us) ~ (5?) + CS) 十 x Ce 
作为 一 个 区 接 和 结果， 我 人 得 到 : 
| 定理 42. 各 果 2 < 让 7 二 2 网 ， 
| | mr(SeUSe) 一 : (32) 十 Tr CS) 1 
”我 值 现 在 较 严 密 地 研究 这 种 状态 ， 汗 其 中 mr) 堆 联 大 .， " 、 
到 xx(S?USe 。 游 起 映 象 四 
pis Br XIE) :Er X Be > US. | 

恒 同 (Er x Es?) 于 Set 显然 这 一 映 象 导出 一 个 同 态 
h,.: x (Se*+a™) -一 ”x (SP Us : 
-请 hd'=dgrt. 由 于 rlS? X 34， SeU 159 由 4 习 人 到 se 
59), 且 ， / 四 

站 grid -lx (SP?!) 一 : ~ er X $4, S? US?) ， 
这 就 有 nSPte) 由 ( 同 构 ) 妃 腾 入 nr(StU Ss), 且 zr(S? U5") 由 

2 投射 到 mr(Sere) 上 。 贞 象 和， al(E? X ze) 是 如 下 定义 - 

个 “ 威 脱 每 特 -乘积 映 象 的 特殊 情形 | I x， Ben) 
0 名 自由 四 “ | 
fi:E”, Er YY, yo 有 rh - 

-所 答 证 . 定义 hi(E" X B")'—Y N hla, 6) = fe), a€E™,. 
EB", hla, b) ='g(2), a€ Em, bE 本 如 果 我 们 在 各 X 名 上. 
选择 一 个 固定 点 作为 基点 , 4 就 在 rmi(Y) 中 决定 了 一 个 元 素 . 
， 这 一 元素 只 依 藉 于 ww,B, 记 作 [ea,B]; 宅 便 叶 作 a 和 8B 的 威 股海 特 - 


积 . 如 果 我 们 把 xp(S2) 和 疙 的 内 射 入 epCS? U Sa) 的 象 剧 同 起 来 ， ， 


并 且 类 似 地 处 理 na(39)， 则 bp CB? X Ba) 代表 
[ze)， 和 入 3 U 3 > 


% 1 ， 只 


D 一 村 基本 是 所 于 吓 表 . ae 的 贡 条 及 征 2.15 二 和 的 这. : 


1 ， . ， “和 “ “ ， ” - 
. 二 < 96 和 > ， - ， ' - ” | - . :| * 本 生 
i | 7 .2 ， 


~ 


.其 中 it 生成 so， io 生成 Sa 这 样 ， 在 > 一 p 二 gz 一 1， 

“和 2 2,g 之 2 的 特殊 情形 中 ， (4.2) 便 归 千 " 到 J H. C. 成 脱 海 特 
的 葡文 “ ‘On add relations to hoimotopy groups” ，» Ann. Math., 42  . 

《1941)，409 一 428 “页 中 的 定理 4， 其 中 他 第 一 个 定义 了 乘积 
[a,B]. -= 


现在 奸 p = 了 = mn 如 果 2 苹 ;之 34 一 35 基 
zr(CST U Sz ) 一 mr(S1) 十 和 (CS + rsS™). (4.3) 


G. W. 威 脱 海 特 然 后 把 他 的 广义 堆 不 娄 世 定义 作 0g， 其 中 
parfKS2) — rsS? U S?) 定义 于 . $i 中 ，, 并 且 0 一 dg 是 投 


射 XS? U ST) 一 一 CS。 我 们 以 字母 昌 本 同 态 On, 因 之 当 - 


r 3n 一 3 时 所 定义 的 玉 是 一 个 同 态 x.(S”) 一 CS 
证 胆 44. 当 筷 有 定义 时 ， H*: =. FH. . 
这 里 的 下 自然 是 同 粮 映 象 且 HH* = XOp 定义 如 $1，。 现在 


| FH~— FOp= Fd gr+10 8 因 之 无 归 地 能 充分 示 明 Fd'Br+1 一 X 由 于 


gr+l 是 一 个 辐 构 ， 它 只 是 在 特殊 情形 (X*， 有 ”) 二 CS? X52 ， 5 Usz) i 


中 (2 2) 的 一 个 再 表示 而 已 . 


45. RE ns) -mser- 是 一 个 同 恋 , 宅 当 
"Fam 


不 (在 上 上 ) 同 站 (部 当 去 知 一 4， 或 一 5, 二 2， 或 r 一 划 ， 


: 是 贞 1 一 妃 痊 定 的 映 象 f:57 Us 一 下 的 同 伦 类 3 -然后 显 加 


了 


.2 二 4) 时 有 定义 ， 月 在 馆 3 一 8 时 与 玉 重 合 . 


G. W. 威 腕 海 特 利 用 〈4.3) 答 了 左 分 配 律 以 新 的 见解 . 由 于 : 


(a) = (220 二 22))ow， ctk nS” ) ， 其 中 2 第 成 32)， 人 一 1,2。， 


当 > < 3zr 二 3 时 这 就 有 


， 在 一 十 ;各 )oa = 和 oa 十 i oa 十 [22", za， (416) 


设 Bis BE rn(X), 设 反 : S?—X 代表 Bi, 4 二 1, 2， 并 且 训 


DD 我 们 还 需要 这 样 的 率 实 :如 时 才 > 2,*# 之 2, a, 8] 在 a,B 内 是 弹性 的 , 而 
这 个 辜 实 已 在 我 们 所 提 到 的 其 文中 音调 过 .， 
2 显 然 , 在 投射 红 U 53 34 下 ， Cit™ + om 投身 到 ta 2 =1,2. 


3) 相对 于 作为 项 的 5 23 的 公共 点 。。、 


， 1 ' i ‘ ， 二 97 重 
- . 加 ~ ， “ _ “ 重 ， “ 国 


4 


- » } 
“J 


BoG 十 的) 三 Bi 十 色 ; 这 次 楼 从 同 伦 若 中 加 法 的 乱 义 得 
出。 避 征 Be[i 加 ,i 多] = [Bi,B] 也 是 间接 的 ; 代表 映 象 实际 上 将 
”是 同一 个 . 最 后 ， 我 们 指出 Bo = Bi, 8oi = B.. 从 (4. 人 ) 我 们 

有 . : As ， 


pedi 十 ij) oa 一 pooa 十 pie 二 让 dee) 


| 因 之 我 们 就 证 明了 : 四 


本 


定理 4.7. 如果 a& x(S”)， Bi, BE mA) 34 — 3 和 


由 于 H* 一 FE ai(S") 一 rs S™), 显然 足够 示 明 ; 推广， 
了 雹 天 不 变量 ， 对 于 H* 从 而 也 有 同样 千 果 。 已 推广 寺 夫 不 ， 


”变量 的 狂 意 陈述 于 下 面 的 定理 中 : 


定理 48。 如果 a nor， 则 BCa) 一 上 圭 yo, 甘 : 
中 站 (a) 是 ae 的 从 下 夫 不 变量 , 赣 且 ev 生成 miCserD， 
如果 ?是 奇数 , 划 Ye =9; 据 定 理 2. 15 则 是 同 粹 映 象 元 


素 。 揣 定理 2.9; 则 有 、 


(98s or 
» 庆 | 四 . 
. 和 . . 1 . 


7 H* (a) = 0, 且 H(a) = pe) 2 = 0.- 


” - 珊 = 是 偶数 .在 定理 4.7 中 省 X= BB 


于 是 、 、 - 
? z ~ 2itoea 一 一 i by 十 zzjow 十 ie im] oH(g) = 
= 2 十 [2 ， 让]oF(a)。 + 


我 们 现在 取 每 一 边 的 和 人 洒 不 变量 并 且 履 Ha 3 这 时 代表 类 
H(a) E zi-i(S2 1) 的 特征 度数 ， 我 们 要 征明 在 这 样 的 涵 义 上 上 ， 


”8(q) 等 于 土 Y(@)。 . 。 


摇 引 理 1.2 和 41.1， y (2ioa), = 4y(a), io) = ,2y(0), 且 


(Ci 3 ] oH(@)) =— Ha) X Y(Ge% 9])， 现在 [i 扩 ， i 下 
是 在 定理 1.6 中 具有 各 F 夫 不 变量 二 二 2 的 元 素 . 因 上 下 4x(a) 一 


二 2y(e) 土 2H(a) 或 2y《a) 二 土 2H(a). .由 于 7(a)， Hla) 是 、 


整数 ， 我 们 可 以 用 2 来 除 而 得 到 所 余 求 的 精 果 . 、 0 


-在 结束 本 节 时 我 们 答 出 百 和 已 经 用 到 的 球 赴 同 伦 芥 的 性 质 之 
并 的 一 个 关 科 . 但 是 ， 我 要 着 重 指出 ， 引入 如 和 H* 的 勒 机 在 于 效 ， 


(B+ Pyea= Biat Bat [Bs PloH@). 


fF 


| 


名 
学 
\ 


1 


ww  ， 


四 os 


得 妹 上 同 从 二 的 间 雳 元素 : ， 
.我们 回忆 到， 各 (3S*) 一 AS ) 十 ri(CS™ )» 7 > 2, 了 允 : 
或 3. 于 是 有 一 个 扣 射 Hi: rel SY 一 Te 
定理 49. .如果 + 世 3x 一 3, 则 三 一 
届 有 8 是 稚 直 夫 映 象 So 一 的 类 . 各 果 a€ gS”), 由 


| 


= Boy + 3, 其 中 .YE rss™!), EPm(s"), 六 一 He). 


.于 是 H(6) 一 .0 县 瓦 (oo) 一 ECBe7 | 
现在 、 '. : 和 0 * 
HCBo7) 一 DBoy) 四 

二 50GP 十 各 ) -Bo 

二 (Go 十 次 中 十 [各 Door) 
因为 H(B) 是 jo ,| 

= O01oBsy + iopory + Li, 3] or); 

z 因为 了 是个 同 乱 映 和 元素- 四 .i 

Ee 一 B64();， 其 中 力作 一 [Do 
sy， 因为 到 内 射 和 CS ) 习 | rr(S7 US7 ) 夫 且 Oo 
和? U5) 到 二 (5 上 i 

HD 四 | . 
”事实 上 ,定理 4.9 可 以 浪 5 步 地 推广 为 这 样 的 定理 各 果 村 (内 

是 一 个 同 笠 映 繁 元 素 , 区 8*(a) 二 F(a), 但 我 们 将 不 在 这 里 是 

表 它 。 如 果 到 (6). 不 是 一 个 网 儿 遇 多 订 ， 近来 我 们 已 本 下 朋 关 


3 


款式 一 FE 不 一 定 成 立 ， 起 
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第 七 章 威 胖 海 特 胞 腔 复 合 形 * 


1. 1. 胸腔 复合 形 的 定义 和 CW- 赣 合 形 的 基本 性 芒 .， 册 于 单 祁 ， 
” 刊 分 在 评 多 情况 中 都 是 一 个 宛 长 无 际 的 运算 , 为 了 方便 起 见 也 “ 
为 了 使 其 具有 更 大 的 普天 性 起 见 ， 可以 将 我 们 对 于 单 秀 复合 形 的 。 ， 
\ 叙 念 扩张 访 为 一 个 更 为 泗 台 的 乃 肤 复合 形 的 概念 ， 这 和 莉 扩 张 得 轨 .| 


功 于 J. H.C. 威 脱 海 特 ， 他 定义 了 如 下 的 一 个 胞 腔 复合 形 ?， 


不 相交 的 (天) 胞 腔 ce* 的 并 集 . 胞 腔 e” 的 开 包 a? 是 一 个 2\ 稚 元 体 ， 
五 " 在 一 个 上 映 象 'f: 万 ? ， Sl— K, K”" 下 的 象 ， 使 得 /| Br 一 So 一 是 
ee = 王 的 一 个 同 胚 映 象 ， 这 里 的 kK™! 是 蕉 数 不 超过 (z 一 1) 的 各 


1 


加 一 个 胞 及 复合 形 六 是 一 个 闪 基 对 天空 阅 ;光一 生 丙 是 一些 互 。 


再 


胞 腔 的 点 集 初 ， 这 样 ,用 第 大 章 的 术 颖 来 说 , e” 是 由 映 象 5" 附 


”加 到 KK”! 而 1 是 对 于 e” 的 一 个 特征 映 象 ， 户 访 注意 到 这 一 定义 | / 


自然 与 上 的 拓 提 结构 相 容 ， 因 为 ， E" 解 然 是 列 紧 的 而 玉 是 襄 斯 


。 道夫 空间 ， 则 2 自然 是 一 个 阴 集 . 此外, 不 能 有 二 个 满足 7 CC， 


CFCA 的 开 集 F, 因为 不 存在 一 个 天 集 六 () 满 足 B" 一 5”C 
CF)C E”, 这 一 包含 关系 当然 局 严格 的 包含 关系 。 


”到 的 一 个 子 复合 形 工 是 久 , 的 某 些 胞 腔 的 并 集 ， 因此 如 果 
ec C 工 , 则 ?CC 工 ; 这 样 , 如 果 以 天 表示 蕉 煞 < 的 胞 腔 的 并 
集 , 则 K" 是 天 的 一 个 子 复合 形 ， 应 识 狂 意 到 ?不 必 是 到 的 一 个 子 
复合 形 ， 且 K 的 一 个 子 复合 形 不 必 是 必 的 一 个 阴 子 集 . 作为 后 者 
” 籽 形 的 一 个 例子 ， 任 意 的 豪 斯 道夫 空间 可 以 考虑 作 0 稚 胞 腔 的 一 
“个 并 和 集 ， 而 因此 任意 的 子 集 是 一 个 子 复 合 形 . 为 了 各 和 这 种 特 
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我 们 把 此 书 简称 作 CHI. 


2 俯 扣 克拉 特 的 定义 我 们 不 再 区 蜀 复 人 形 和 官 所 属 的 从 间 因此 我 全 在 下 时 


把 第 三 章 所 用 的 村 号 | 天 [省 去 ， 4 ss 


了 . ， 
- oo 。 四 o ， 
人 “* ， ， 本 


~ -~ 
1) 这 一 次 材料 的 很 大 -部 分 是 根据 于 ]. HH. c. ‘Whitehead 的 : «Combinatorial 
homotopy, I”, Bull. Anier. Marh. Sdc.， 55，3 (1949 年 )， 213 一 4245 以 后 ， 


丈 情 形 同 时 也 为 了 能 引 大 有限 单 纯 复 看 形 的 同 从 巷 的 放 多 方 续 和 
项 果 ， 威 受 海 特 对 于 他 所 研究 的 胸腔 复合 形 引进 了 如 下 的 一 些 了 
”请 
phe 
一 个 子 集 X 是 开 集 , 当 X 站 3 “对 于 复合 形 的 每 一 个 胞 腔 e” 是 于 
集 时 ， 应 雯 法 疙 到， 如 果 玉 是 六 包 有 限 的 ， 屋 X 当 区 MIZ 对 于 天 
的 每 一 个 有 限 子 复合 形 为 天 集 时 也 是 天 集 的 话 ， 则 天 有 弱 拓 扑 转 、 
构 。 如 时 玉 是 随 包 有 限 的 并 且 有 弱 拓 着 转 构 , 旭 它 叶 作 一 个 CW- 
复合 形 。 K 的 条 小 是 的 史 腔 的 维 六 的 最 小 上 外 (六 者 是 为 “， 
本 方便 起 见 ,我 们 还 要 假定 天 是 连通 的 ， 
下 面 的 两 不 例子 显示 了 胞 腔 复 合 形 优 于 单 不 复合 形 : 
(A) S" 一 co Ues 这 就 是 座 、” - 玲 灶 可 以 分 解 为 两 个 腊 肝 
一 个 是 0 蕉 胞 腔 eo; 另 一 个 是 2 锥 胞 腔 。",a" = 5* 是 一 个 映 象 
让 BE 一 5S", ?的 象 ， 使 得 有 f|E"- 一 “如 是 到 Ge 一 -9 上 的 网 腾 -， 
映 象 . i . 
(B) oe XI=0 xoUs x Co 1) UL 这 就 是 通 ， | 
知 果 "是 一 从 开 * 芍 单 炖 形 , 是 一 个 4 站 胞 腔 , 副 o” X 7 可 以 
”分解 记 两 个 = 入 了 腔 ， o? X 0 和 co" X 1, 以 及 一 个 (n 十 1) 稚 胞 腔 ， 
Ge X (0,1)。 由 于 到 一 ar U Se 习 一 ar LU ea Ue 这 也 歼 给 出 
“本 ze x 工 的 胞 腰 分 解 : 分 解 成 两 个 0 维 胞 腔 ; ec。 Xx 0; ea Xi 一 
-个 I 准 胞 腔 ， e' XxX (0， 1); 两 个 (z 一 1) 维 胞 腔 ， < 一 0 ex1; 
三 个 二 维 胞 腔 : e™! x (0, 1),.o” X oa x BG 和 一 个 (4 + 1) 
”条 胞 腔 , o” x C0, 1), z 
在 CHI 中 , J]. H.C. 威 腊 海 特 列举 了 CW- 复 合 形 的 车 干 性 
持 . 其 中 对 于 我 们 在 这 里 最 重要 的 有 下 面 几 个 世 们 的 征明 已 在 
,CHI 中 答 出 . 
-定理 1.1. 如 果 XCK 是 到 的 ， 刚 X 包 全 在 的 一 个 有 了 
日 施 复合 形 中 . 四 
”定理 1.3. 因果 K,L 是 CW- 复 名 形 ， 上 从 有 是 局 
、. , 7 “101。 


. 站 ， 4 . "$$ ， 


- 四 ， 4 
= * 
| 


的 (部 工 的 每 一 小 点 是 一 人 直 贡 于 外 全 开 的 二 个 两 在)， 则 KK xX 工 
-是 一 一 个 CW- 复合 形 . 、 
,KX 工 的 胞 腔 是 。 X e， 其 中 < 是 及 的 一 个 胞 路 ,< ,是 工 的 
一 个 胞 膛 . 我 们 主要 ” 需要 这 一 定理 是 在 工 二 工时 . 在 这 个 情 


殉 下 ,， 当 荆 明 一 个 有 限 复命 形 时 ，， CHI 中 所 答 的 妖 明 当 可 大 大 地 


简化 
定理 13.，(i) kK 的 一 相关 于 久久 到 Y 的 一 不 赤 的 六 XY. 
是 过 带 的 ,假如 f|XNz 对 于 必 的 每 一 个 胞 膝 。 是 连续 的 ，( 划 (天 
、 的 一 个 关子 集 到 了 的 变换 的 集合 请 : 区 一 六 是 一 个 同 伦 ， ) 假如 
六 | 全 m E 对 于 玉 的 每 一 个 胞 膝 。 是 一 个 同 傣 。， 人 

G) 是 KX 具 有 弱 拓 站 结构 这 一 事实 下 的 很 鹤 易 求 得 的 结 时 . 
GD 斤 依 据 定理 1.2 以 及 工 一 了 和 (i) 西 得 出 的 ， 
“ 定理 1.4. (对 于 CW-- 复 合 形 的 周 做 扩张 定理 )。2 设 如 :KK 一 了 ， 


草 且 设 gi: 一 -Y 是 go 二 所 | 的 一 个 同 从 ,3 共 中 也 是 到 的 一 -他 : 


复合 形 。 于 是 有 一 个 同 偷 有 : 本 一 了 且 有 |L 二 gi z 

z 殷 们 对 此 加 以 证 明 ， 因为 在 某 种 音义 上 这 是 有 关 CW- 复 全 撒 
垃 证 的 典型 代表 ,而 且 在 CHI 的 证 有 明 中 需要 参看 J].H. C. 威 脱 ， 
海 特 的 过 早 的 一 篇 洽 文 如 CH 中 所 指出 的 ， 我 们 需要 下 面 的 下， 


- . | 
理 和 “ ' 
人 


| 5 帮主 14 间 要 居 2 于 是 
本 定理 成 立 。 i 
发 G': KxoURrxrry 由 、 
G'(p， 0) = fi(p), p EK, G'(q, ) Ca EK 、 
”所 和 给 定 ， 届 3 5: E*, E*— K, 开 叶 是 对 于 o* 的 一 个 特征 映 象 , 因 
此 8[Ea 一 加 是 到 e” 上 的 一 个 同 胚 映 信 ,由 此 可 定义 关 和 
HB: E* Xx I KXI 为 Hz) #) =(h(#), t), x€ E". 


本 
本 


1 杜 格 (C. H. Dowkor) 所 举 的 一 个 例子 示 明 ， 除了 是 CW- 复 合 形 外 ,时 对 La 


它 趟 加 以 更 进一步 的 限制 ， 这 个 定理 将 是 不 正确 的 。、 | 
2) .与 第 二 章 定理 4.9 就 加 比较 。 、 . 
3) 这 里 我 们 不 用 5S”! 这 一 亿 号 面 用 Bn 来 代表 Er 的 边界 > od Es 不 必 是 一 ， 
个 欧 几 星 得 * 闪 元 体 的 鹤 实 ， | 


4402 . 


. + 呈 ' ' - . 站 | , ， 
' 2 ， ， ， . - 局 


AAA 


> ~ 


本 闻 : EX 0U 襄 XT 一 区 由 和 一 G 如 输 定 ， 据 第 一 章 引 理 


3.1，7” 可 以 扩张 成 T: Be XI Y。 定义 G: 天.XT 一 了 为 
GIK™ XI=6G,Gle Xx I= TH 本 6 大 关 午 的 ,因为 各 


果 PEz 一 < 划 ， 
.THi(p, #) = G'HH'(p, 1 一 re 2). 


辕 妊 也 很 清楚 G 是 G' 的 一 个 扩张 :因此 只 剩 下 要 证 明 G 是 如 入 
的 。 现在 诅 明 G | a" X 是 回炉 的 就 足够 了 . 让 我 们 号 下 F= 二 
= TH-!: 2 sr x 了 一 了。 如 果 Z 是 Y 的 任意 一 个 子 集 , 据 F 是 单 。 
值 的 这 一 事实 就 有 F(Z) =H(T™(2)). 如 果 Z 是 开 集 , 则 
”7T-(Z) 煌 是 闭 北 ， 并 且 由 于 E* X 工 是 紧 致 的 ， 因而 苞 也 是 紧 到 


”的 。 由 于 玉 是 连 线 的 且 K x 7 是 一个 豪 斯 道夫 空间 ， 从 而 及 (7 


. (Z)) 是 困 集 ， 因此 了 连续 . 
为 了 证 明 这 一 定理 ;， - 摘 们 设 K, = 二 LU Km ,其 中 是 -个 


座 集 ，. 定义 万 :一 8: 工 一 了 同时 假定 我 们 已 经 扩张 g 到 入 -1: 


Ki 一 和 且 闪 "= 有 Kw. 据 引 理 ,我 们 能 够 对 每 一 个 c"EK 一 
”扩张 太 -5 而 据 定 理 1.3 (1)， 烽 果 所 得 的 同 伦 到 : KR, 一 将 为 过 | 
。 蒜 的 、 各 此 我 们 得 到 一 个 同 从 序列 人 


Ff: Ks— Y, fo fo| Ko 所 I = 2 
而 所 需要 的 同 伦 让 : KK 一 了 是 由 天 [Ks = 天 葵 出 . 


我 们 可 以 在 一 个 十 分 类 似 的 方法 下 水 医 明 容 关 Y 具 有 一 个 站。 


色 稚 数 z 均 为 悖 的 同 伦 价 , 当 而 且 只 当 一 个 4 闪 CW-~ 复 合 形 到 了 


. 一 个 点 。 
这 一 定理 可 以 如 下 闻 和 对 化 : 


、 - 定理 1. 17. 芒 (Y， Yo) = =- 0,7 一 1 ”3 了 2 当 而 下 只 当 甘 GW_ 四 
复合 形 K 入 六 和 个 区 同人 的 一 个 颈 龟 7 匡 K 


入 Yo。 


| . 


| 的 每 一 个 映 痕 是 等 伦 的 . 招 世 和 定理 14 相 续 全， 我 们 得 到 下 面 | 
| 的 定理 : z z 
定理 1.6. a(Y) = 0， 一 工 ， CW 和 i 
合 形 扩 入 了 的 每 一 个 哆 提 是 同人 于 这 禄 的 一 一 个 正和 旬 畏 才 了 K? "成 


. 四 EE 


如果 L 是 履 的 一 个 子 复合 形 ， 状 目 狂 定 了 一 个 映射 K, Lo- 


” 击 注意 到 在 定理 1.6 和 1.7 中 , + 可 以 万 藤 取 值 %. 


”如 果 对 于 每 一 个 + 有 fCK") CP”, 我 们 称 映 象 人 天 一 Pp 为 


“。 移 胜 式 的 ,其 中 己 也 是 一 个 胸 萎 复 香 形 . 
“定理 18( 胞 用 式 的 泛 近 定理 )， [ 
本 为 : KP 


是 观 坟 到 CW- 复 合 形 忆 内 的 一 Pvp 关中 虽 


. 是 KK 的 一 个 于 复合 形 于 是 为 习 认 Ps， 奖 中 诺 是 
. 胞 膝 式 的 . 站 UU 


当 玉 一 cr) 工 二 2 时 我 全 来 用 明 9 玫 个 二 再。 的 | 


证明 则 可 由 CHI 中 228 页 的 并 生 盾 (KK) 中 得 出 : 


: 组 定理 工 1 所 Cao) 疡 为 紧 到 的 。, 包 合 于 三 的 一 个 有 限 填 复 
一 合 形 8 中 于 是 及 是 一 个 映 象 所: 09, G6" 一 090,91 股 9 是 攻 稚 
的 ， 172 ,> :12， 设 ce” 是 O 的 一 个 坟 亲 胞 腔 并 且说 名 em， 让 FE 是 GT 

的 兰 角 章 分 ， 宪 当 = 是 与 万 (4gi7 相交 的 五 的 一 个 单纯 形 时 ， 恰 能 ， 
使 有 oF) C e”. 设 A 是 E 的 子 复合 形 由 一 些 与 及 "(qi) 相 交 的 并 子 / 


复 台 形 址 度 ,站 设 一 一 于 是 外 BC 9 Gos 从 而 - 


由 于 人 至多 是 , 准 的 且 由 于 Ce" 一 = R=1, 2 

一 2. 艺 z 一 工 反而 轴 [4 mL.3 可 以 一 步 步 地 历 径 4 一 (人 TB) 

- “的 单纯 形 扩张 到 一 个 上 映 象 #: 4 一 。” 一 4o,， 由 于 下， 六 都 是 映 每 
4 一 c”， 它们 是 同 伦 的 , 且 我 们 可 以 把 同 伦 扩 张 到 整个 E 上 , 象 定 “ 


义 久 在 -一 梯 地 定义 它 因此 为 一 大 到 一 9， 网 9 县 
foo” CC 2 : go: 


其 灵 ; 我 们 从 ce 号 直接 得 出 e" 的 短 . 精确 地 放歌 z: BE 


. _ 乡 Yi 区 根据 定理 1.7 的 构造 很 明显 地 可 以 使 我 们 选 定 这 样 有 
的 同 伦 , 使 得 工 的 象 在 整个 的 同 伦 中 每 一 个 点 都 固定 不 变 ， 我 们 、 


: Bm > 0, 9"t 波 对 于 cr 的 一 个 特征 上 映 象 ， 升 且 设 ge 的 天 go EE 


BE 一 pp 是 E? 一 各 到 EE” “上 的 短 向 投射 > 并 且 定 
人 
: 。 164 ， 


. . 本 四 
( | 本 


看 


义 2: 9 一 ao 二 gm 为 lg 一 ce 一 1， A 一 和 一 &prer 


也 于 加 一 ce” 一 gCE”) 并 且 g pe!(g(p))= gpr(Pp)= g(p),pEE"”, - 
6: .是 单 值 的 。 ,如 同 在 引 理 1.5 的 赴 明 中 那样 , 据 此 划 '0 是 束 绪 的 ， 
且 自 然 地 ， po 一 1 这 样 0. 无 是 驴 的 一 个 同 伦 和 并且 ijier Co-—e". 
”此 外 ， 由 于 有 0” CO 一 cn , 则 bj 一 fos Tel 3。 


这 样 a? 的 象 可 以 由 0 的 每 一 个 m 蕉 移 膀 得 由. 各 果 呈 一 本 
一 1 > z， 这 时 我 们 重复 这 一 过 程 ， 直 到 最 后 我 倍 达到 一 个 映 象 | 
五 使 得 五 一 育 : G” 一 2， rel 3 并 且 广 cr CO, 


设 及 , 有 i: KK 一 了 是 胞 腔 式 的 .， 如 果 对 于 所 有 的 za 和: ;都 有 


人 Cp" 这 时 我 们 说 一 个 同 伦 fp:K—P 是 胞 腔 式 的 ， /| 


定理 1.9. 如果 入 ~ 及: KK 一 了 站 上 且 这 同 伦 限 制 于 下 的 一 一 个 
子 复合 形 工 上 时 是 胞 膝 式 的 ， 演 时 原 同 他 可 区 由 一 个 用 及 式 同 作 
我 韦 ， 宅 里 扩 强 于 工 上 的 胞 膝 式 癌 伦 . : : z 
z 这 可 以 什 接 从 定理 1.8 得 出 : 检 换 训 定 理 中 的 ， 为 KX 


,KXOUKXL1ULXI. 


设 K 是 一 个 局 部 连通 的 ， 并 且 是 局 部 音 这 通 的 复合 科 ,1 而 RR 是 
下 的 一 个 复 盖 空 间 ， 知 同 在 CHI 中 所 示 肯 的 , 这 一 复 盖 罕 间 可 以 
_ 古 之 作成 一 个 胸腔 复合 形 , 审 实 上 ， 各 果 六: 居 一 天 是 复 善 映 入 
, 其 区 的 每 一 个 胞 腔 是 由 同 胚 地 映射 到 KK 的 一 个 胞 腔 上 . 


定理 110。 因果 玉 是 一 个 CW- 复 台 形 ， 骨 任 何 复 普及 的 人 


也 是 CW- 复 合 形 . 


< 一 个 复合 形 的 蕉 型 和 考 窒 叶 同 油 ， 最 f， 是 映 X 信 Y 六 


”的 象 ， 如 果 对 于 每 一 个 上 映 一 个 维 数 所 的 任意 CW- 复 合 形 PP 入“ 
避 的 映 象 由 有 ~ g$， 这 时 我 们 说 f 和 8 是 条 同 伦 的 fig) 


“我 们 也 能 这 样 的 定义 + 共同 从 型 : 如 果 存 在 映 象 下 XY,g:Y >X | 


使 得 fgf1， 191， 则 认 久 与 7 具有 相同 的 2 条 同 伦 型 
现在 设 天, 工 是 CW- 复 合 形 。 这 时 我 们 侣 天 与 工具 有 相同 的 


2 共同 从 型 ， 当 而 且 仅 当 KE "和 5" 是 贞 有 相同 的 (= 一 霄 稚 同 伦 
漠 .， * 


1 说 可 四 是 -个 CW- 复 全 形 到 一 一 个 空间 六 上 的 


.105» 


3 于 是 75 当 目 全 当 凡 | 一 用 | 让 

”条 件 的 必要 性 显然 ， 现 在 设 个 企划 cw- 

复合 形 P" 入 开 . 据 定理 :1.8， 

可 中 一 史 : .Pa 一 K 

有 YP" CK 这 样 如 果 

fl Kk" 一 fk® 出 ee ~ ~ fg 

定理 2.2. 如果 KK， 是 其 有 相同 的 克 同 伦理， 和 人 
: 有 相同 的 w 维 同 爷 型 ， m < 7。 

屋 六 Ke 一 L*, g: 大 一 全 得 ji gf- ,1 燃 定 温 

， ”1.8 我 们 可 以 假定 f， 8 是 胞 腔 式 的 ， 且 据 定理 1.9， 可 以 进一步 假 
定 同 伦 z 

时 felL™ ~ 1: Lot 1, ol Kris Ke 

是 胞 腔 式 的 、 于 是 显然 地 ， f 一 = fiK” 和 = el 能 使 fe ly 


gf wil, 


我 们 称 这 样 的 一 个 映 象 1 是 一 个 维 同 做 等 价 而 g 是 它 的 了 


， 厅 着， 注意 到 我 们 能 万 许 > 取 移 定 值 oo0, 在 这 一 情形 下 , ”共同 伦 ， 


型 和 7 蕉 型 与 同 侈 型 相合 . 定理 .2.2 于 是 瑶 明 了 ” 村 可 是 网 众 型， 
的 一 个 不 变量 . | " 

可 以 证 明 : 连通 的 CW- 复 合 形 具有 相同 的 2 礁 理 ， 当 且 只 时 
“ 吃 们 有 同 构 的 基本 履 ，S. 才 克 伦 和 J. 二 . C. 威 腊 海 特 在 他 们 新 


近 的 一 篇 瞪 交 (Proc, Nat. Acad. Sci., Wash.， 36(1950, 1)) 中 夫 ”| 
出 了 3 维 型 的 一 个 代数 特征 . 波 士 特 尼 可 夫 (M. M. TloetHakoB) ,| 


在 更 过 的 一 篇 敬文 ?中 答 出 了 3 站 型 (包括 2 一 co 放样 情形 ) 的 一 
个 不 变量 全 组. | 

”、 仍旧 依照 J. H. C. 威 腊 海 特 在 CHF 中 所 让 的 ， 我 们 定义 ”一 

个 J 一 复合 形 是 作为 这 样 的 一 个 复合 形 ， 于 其 中 内 射 二 ‘eK, 


> (下 四 映 zs(K"-!) 到 0， 了 2 一 24， ” 9 nm 


定理 2.3. 作为 一 一 个 J 复合 形 的 一 一 个 性 寓 是 z m 扒 型 的 一 一 个 


1) 见 [Lornan Axkan. Hayk CCCP, 76， 3: 76: 6;79， 4 Co5D 
2) .了 H.C. 或 股海 竺 的 定义 实际 上 与 这 个 不 同 ， 人 他 所 明确 指 的 , 等 人 于 亿 ， 


* 06， 


fw - 


未 变量. 上 
事实 上 ， 酸 天 是 -个 人 -复合 型， 并 且 股 记 K”—>L", gt LTm_ 
”一 天 ”使 得 如 sai1， 我 们 可 以 假定 f， 8 是 胞 腔 式 的 ， 因此 它们 导 
:出 同 态 ” 
,i ira( K™) 一， inxs L™ 1 ys: mL) lia (Ke D， 2 过. : 
我 们 也 能 把 同 伦 fg| Fe 1: Tt Lm 取 作 是 胞 腔 式 的 ， 因此 
felL"™: Lr 导出 ir (LD) 的 一 个 自 同 构 . 这 样 pr pi 是 ， 
: 一 个 自 闻 构 ， 因而 和 i 映 ira(K") 到 恋人) 上 . 因此 ， 如 果 KK | 
是 一 个 也 呈 复 合 形 , 世 丈 是 ， . ; 
定理 2.4。 如 果 玉 是 一 一 个 音速 通 的 J _ 复 合 形 ， Eo: :CR 
六 有.(K) 是 同 从 对 到 同调 池内 的 自然 同 态 ， 用 ww， 是 一 “个 同 构 
《在 上 )， 当 >< 之 和 刀 明 oo 是 在 上 时 。 
四 我 们 省 多 来 作 下 面 的 观察 ， 必 的 重要 共和 不 限于 本 半 划 ， 因 
加 为 ,显然 ,如 果 > < 委 = 一 工 则 | 
RR) 
”是 零 , 且 由 于 mm(K) 一 0， 据 第 三 章 定理 3.4， 当 扩张 到 胞 膝 复 合 形 ， 


时 ,就 得 知 存在 me(K", 天 -09 到 已 (KR Ke) 上 的 自然 同 物 . 因 


为 后 者 是 广 绸 过 ， 我 们 可 眉 把 . 

， 1 ra K"”, K"-1) 
与 K 的 ; > 蕉 链 泽 恒 同 起 求 . 事实 上 ， 我 们 把 作为 7 次 链 草 的 生成 
”元 与 蕊 的 特征 映 入 大 6", 5 一 K*，K" + 的 同调 类 恒 同 起 来 。 

(KK) ro CK”!) 是 同 伦 边 糠 同 态 并 且 发 jn1: 

ot Kl) > rep (K*!, K”?) 是 内 射 . 于 是 5 一 和 il dv: :zy (K", 
K™) 一 rorI(K “5K” 是 同 课 边 焰 且 jrat(K”') 是 球面 GD 

” 亲 表 链 . 

”我 们 现在 来 列 划 出 对 于 一 个 单 连 通 复合 形 天 的 同 态 ws : ， 
i(K) 一 成 (Kk) 的 特性 直接 由 定理 1.8 得 由 内 射 as mo (Ke) 一 
一 ro( 发 ) 是 到 xa(K) 上 的 , 卉 且 有 办 射 ra K™t1) 一 工 "CK) 是 一 个 
” 重 构 . 痊 定 任意 a € rn (K)， 我 们 可 以 把 os (Ce) 当 作 是 jn Cia, Co) 
.1) 如果 一 1 [或 我 们 使 ns Ke, Kn) 为 奖 视 的 。 


， ~ l07* 


的 同 笛 闫 . Ce 意 到 此 为 下 我 们 只 只 在 间 本 复合 形 下 风 on 下定- 
义 ). 于 是 ws 是 单 值 的 ,因为 ， 如 时 BEi71(0)，; 据 正 合 性 则 有 
.8B= Cai YsY€ rari(K” "tl K"), HB jp = n41Y 。 
这样 在 襄 !(x) 中 选择 处 同 的 元 来 会 引起 j,(271a)) 在 它 的 同调 关 ， 


中 的 用 变 ，j 也 是 一 个 并 链 ， 因为 据 正 合 性 有 ?jj Ca i 


0 
: ,现在 我 们 来 钥 明 这 个 定理 ， 因素 是 一 个 束 通 ， J 复合 z 
形 . 由 于 内 射 加 
mK ) 一 xy ， 本 
瘦 去 是 测 0 上 的 , 据 正 合 性 ,如 果 守 < mw， 到 1 
CR 
是 一 个 同 构 (在 内 ) 这 样 ,如 果 z 之 m 七 1 则 
: 871(0) 三 di1(75 11(0)): = Zii(0) = jn rs K? ). 
因此 ; jz 映射 zx; CK") 到 7 级 闭 链 昔 上 从 而 ， 了 own 是 到 H,(K) 上 的， . 
nm 十 1 | 
现在 本 wu 一 0, wn < mm，: 于 是 存在 BE nu(k) 司 得 i.B = \ i 
: 和 B= 6 Y= jndori Y， 7 Er K™™, K?).. 由 于 3 fs 是 同 构 的 ， - 


2 之 mm， 据 正 合 性 我 们 就 有 B 一 tariy， 以 及 ainB 一 indsty 一 0。 
”现在 假定 4.(K) 二 0,7 一 1,…， m 一 1。 那 末 不 难 ?看 出 


: 如 果 o 是 一 个 单 狐 的 不， 映 和 化 上 F: Km 一 > 0 是 一 个 zm 蕉 等 价 .， eo 序 
然 确 定 是 一 个 J "复合 形 ， 因此 K” 也 是 ， 从 而 玉 也 是 : 放样 各 伯 


_ 定 者 2.5 (对 于 胞 肤 复 合 形 的 希 立 粮 兹 同 构 定理 ). 因果 是 上 
一 个 CW- 复 合 形 使 得 而 CK) 一 0 一 1 oo 


| ro K) ~ H,(K) 且 si 怠 射 rotiCK) 到 HriCK) 上 上. 


注意 到 定理 2.5 还 和 输出 有 关 ww 的 附 知 的 知识 是 有 趣 的 。 亦 
人 琳 以 观察 河 ， 定理 2.4 严格 地 诉 较 定理 2.5 更 为 普通， 因为 如 果 我 ”. 
”人 把 六 取 作 S U e', 其 中 对 于 ef 的 特征 映 象 在 S 上 是 具有 度数 
”3 然后 可 以 示 明 天 是 一 个 J 复合 形 ,但 rs(K) 了 0 : 
DD 例如， 参看 水 章 定 理 3. 6, 不 过 依据 定理 1 6 地 可 租 则 一 直接 的 和 和 有史 


0 


”证 理 2.5 可 以 相对 疮 如 - Ff: 
定理 2.6. 是 一 CW- 复 名 形 5 是 一 不 了 复合 人 
TOP 0 x (K, E)=0,7r=1,- .1 则 自然 同 态 


wi nxn(K, L)— 大 (Kk, 友基 一 人 司机 (在 二， 和 stl 职 和 ” 
Tot, 上 上 L) 到 Hon(K, DF. € | 


，， 现在 状 开 一 个 CW- 复 合 形 的 苦 系 人 (x, K™); ce) - 3 
, z dr : mK Ke) ri ( kn), | | 
3 : te(K") 一 nl K?, ED，， 


- tr 2 Fr 一 人 TY Kt, 
“ 67 =j?- -1a : n,( K?, Ko 一 mi Ke Ki . 
”现在 ， 由 偶 CK”， Ko-0) 的 同 佑 序列 的 证 合 性 就 有 < rr 二 0， 因此 
0 

这 样 我 们 就 对 于 (7 一 2 药 每 一 个 定 值得 出 一 个 大 于 “ 于 

rr 天"， 天 一 ) 的 同调 诅 . 如 果 + 一 xz 过 0， 重 mr 人 ， K™!) 自然 都 
| ”是 堵 ; 如 果 7 = 且 肛 是 音速 通 的 ， 我 们 得 到 XX 的 通常 的 同 关注 
说 芭 是 “基于 ” 链 标 w(K?， kK”™) 的 同调 草 ， 并 且 设 I7 = 
. CR C a CK"). 我 们 注意 到 ， 好 果 r 一 2 < 0, 出; x CK? )= 
二 z(tK); 且 和 如 果 》 二 2 则 I?Y mn (K). i 
在 吏 阶 段 画 出 代表 看 Ar 用 = 及 ,me, Ma) 以 用 关 的 间 吉 罗 


的 图 解 是 浪 便 的 
x LR) x Kk", Ra > 元 -天 >» : z 4 - i - 
. i jn | | - ty, 1 
加 Le Ke 一 CR 一 站 一 RD CR RK) 
7 7 二 1 oz |i71 jn 


一 到 K™™) —> x (K+, K") 一 ”一 CE Sn sR KD 


我 何 现在 素 定 义 几 个 同 和 :IT? ->T? 已 们 贞 Xo) = 7 a 
ter; pats Tr HY 和 好 2 H? 一 所 给 省; 如 果 BE Tew 本 . 
四 i 和 - 加 | ， ?. . , . . | 109 


“ 


+ 
加 


| 而 有 =) 7 Em (Ko 我 们 就 定义 CB) 为 部 (7) 的 同 斋 z 
类 . 正如 在 已 经 考虑 过 的 r 一 的 情形 中 ; 这 就 得 出 由 ?241 是 单 侍 
的. 允 果 a€ B 上 且 zn(K",K"), 是 奖 a 中 的 一 个 “于 链 ”, 我 


“ 们 就 定义 zy? (a) 为 如 (xz)， 我 们 观察 到 ， 由 于 到 -2? (四 一 0 从 一 
而 人 (1) E09-1)"(0) 二 i- 了 za(K*?), 据 正 合 性 、 一 5 3 县 


同时 如 果 = 一 jdr+ 0), y€ (Kr, 关 o， 则 ， 
本 (2) = = -ij CD = 0, 


| 因此 区 ;如 断言 过 的 ,是 大 到 ?内 的 一 个 同 态 : 


”这 样 我 们 得 到 下 面 的 “导出 的 "图解: 
wl 
Te He re 
Ym 
Tt H? .一 -下 7 二 一 
| Da | 和 
| s+2 vet Vi! i 


五 
at Hril—y Ta i 


证 理 27， 村 以 及 同 态 的 一 个 序列 ， ~ 


和 > Ta-3 -> Ta- -1 一 ，…* 是 正 合 的 . 


”我 们 同意 只 于 二 处 征明 正 合 性 ， om, 我们 将 征明 
(yr ) 《0) ez. 
Ed ac rset; “ 则 prt1(@) 是 ; fr sp), pe i CR"), 中 的 类 。 这 里 


”= 部 ( 朋 ， 因 此 ,由 定义 ,wv Ja) 一 好 7B 二 0， 相反 ， 裔 


a€ H? 并 且 设 5? (co) 一 0. 对 是 4d? (2) 一 0， 这 里 = 是 在 类 a 中 ， 


| 因而 > 一 多 (y), y Er K"); 因而 a 二 pr?*(B), 其 中 B= 二 i(y). 


_ 类 似 的 葵 证 可 以 确立 序列 的 正 合 性 . 如 此 ,在 导出 图 解 中 的 情 


4 . * 


境 在 代数 上 便 类 似 于 原 姑 的 图 解 ， 而 我 们 可 以 通过 一 个 类 似 的 构 
。 ”第 得 到 “第 二 个 导出 的 "图 解 ， 且 可 以 依 此 类 推 , 这 样 我 们 得 出 了 。 
。 这 种 图 解 的 一 个 序列 ， 叫 作 堪 赛 避 同调 9.， 这 是 由 W 5- 去 光 所 


> 到 赛 避 闻 调 提供 了 一个 应 用 李 劳 闫 - 柯 斯 尔 CLeroy ‘kosznl) 本 同色 夏 的 他 
《会 看 了 P. Serre, Ann. Maih., 54 C1951), 425- 一 505， 第 一 章 ). 


、 “19， 


得 由 的 , 导出 的 图 解 都 是 同 伦 不 变量 和 外， 第 一 个 导 由 国 角 的 
“ 子 图 嚼 , 字 直 苔 IT7 za < m, 和 全 和 <n, 以 及 有 关 的 周 态 组 成 ， 
是 攻 稚 型 的 一 个 不 变量 .. 对 于 以 后 诱导 出 的 图 解 亦 都 如 此 . 

如果 我 们 由 第 一 个 导 田 的 图 解 中 搞 出 “ 远 过 ”HR2 的 正 合 序列 ， 
”并且 我 们 还 以 Hs, rw， T, 代 赫本 号 H:, 3 ， 2 ， 我 们 得 到 正 合 

训 0 
.> Do i py .2.8) 


其 中 我 们 亦 对 同 态 的 名 称 作 子 适当 的 改动 . 这 就 是 粗 成 J 于: C. 


威 腊 海 特 "的 巷 文 称 作 " 某 一 正 合 序列 "前 主题 的 正 合 序列 


本 x 是 太 的 # 次 同 耸 从 ,xsC(K), 如 果 天 是 单 连 通 的 ， 则 已 
是 玉 的 7 次 整数 同调 硬 ， 而 Ho 是 xaCK) 到 HH .(K) 内 的 自然 同 术 


浆 可 看 出 一 个 Ju- 复合 形 正 是 一 个 在 其 中 Ta 一 bn 一 1，1……sm， | 


”因此 序列 的 正 合 性 就 为 定理 2.4 提供 了 一 个 位 锌 的 十 朋 、， 网 态 : 
.ys 威 股海 特 称 它 为 第 二 边 粮 运算 ; 
如 果 玉 不 是 单 连通 的 ， H, 襄 以 解 琶 作 轧 (RD)， 其 中 多 是 天 的 
”万 有 复 法 复合 形 . 有 自然 闻 态 TCR) 一 TCR)， wo(R) 一 和 (有 
(4 之 2) 存 在 ， z 
， ， 3. 实现 定理 假定 又 和 Y 是 任意 两 个 就 式 束 通 的 拓扑 窄 间 ， 
且 闻 是 X 到 YY 内 的 一 个 上 映射， 于 是 了 导出 同 态 巷 : xiCK)->no(Y)。 


我 们 鹃 睫 是 税 f 九 何 地 实现 ， 几 何 实现 的 重要 性 已 经 由 J. H.C: 


威 觅 海 特 和 其 他 一 些 人 的 千 果 而 网 加 驴 。 在 本 节 中 我 们 将 答 出 其 
中 的 一 些 基本 结果 ?.。 

我 们 首先 给 出 具有 同 构 的 疝 伦 价 的 两 个 空 空间 无 和 了 的 一 个 例 
子 ,但 它们 不 具有 相同 的 同 伦 型 . 对 于 XX 我 们 取 作 为 2 条 球 87; 对 
于 Y 我 们 取 作为 3 维 妹 5 和 M 的 拓扑 积 ， M 是 “无 限 维 的 复 射影 


D) 见 本 章 未 尾 所 队 的 参考 资料 . 在 这 篇 验 广 蜂 ， 成 股海 特 证 明了 ,例如 ， 如 果 天 是 
音速 通 的 且 dim K<4， 则 起 首 为 如 4 的 那 一 部 分 序列 是 司 伦 型 的 一 个 代数 等 ， 
价 。 他 还 证 明了 若干 有 关 “ 实 现 ” 方 面 的 定理 ( 容 看 这 一 章 的 第 三 节 》. 
2) 所 有 这 些 粮 果 都 乐 自 CHI 一 书 中 ， 但 我 们 不 以 同样 的 兽 源 性 水 陈 壕 我 们 的 定 
理 ， , 


a 


mT z i - 
在 第 五 章 $2. 中 我 们 全 引进 (n 一 1) 复数 维 娄 的 复 射 影 实 间 
， 将 Mx 中 的 点 [入 wy，… ; 4] 和 Ms 中 的 点 [zaay: ot 
| o,"**, 0o] ( 风 < 7) 后 同 起 求 ， 我 他 就 可 以 把 MA 嵌入 Ma 


‘th, 于 是 M 二 U Ma, 而 我们 给 M 以 吕 拓 站 结构 ， 从 古 XcM 是 z 


天 的 当 且 仅 当 x mn 。 对 于 每 一 个 "是 了 的 可 以 示 明 M 容 诈 胞 i ) 


腔 分 解 erUeU et..Ue”U- ， 这 里 M™” = Matl)， 和 工 且 <” 是 由 . 
竺 准 映 象 f: 5 一 M。 附 加 到 Mi; 于 是 ， rr (MD CM 一 
= (Mr ， 且 如 果 > ZP 3， 据 第 五 章 定理 2.6， 则 x (Mo) 


x, CS»+1). 同时 x(M) 一 ACOR 一 .0, 且 再 依据 第 五 章 定理 2. 6» | 


出 本 Gd) 守 m (M3) = Z。。 如 此 M 的 同 伦 宕 是 由 m CM) = 0， 
?天 2 和 一 个 汽 限 竹 环 村 Xa ,M0) = Ze 所 痊 岂 。 如 果 了 一 了 xats 
据 第 四 章 定理 6. 1,5 居 , 、 

站 (了 ) 和 (CS + nM). i 

- 从 为 ， 依 据 第 五 章 定理 2.1， x (6),， 7 之 3 且 由 于 

ts) = mi(S2) 二 0 和 和 (5) 一 Z。， 就 得 出 : 如 果 世 三 3 则 对 
于 所 有 的 7, 忆 (X) 全 mr(Y)。 另 一 方面 ，Y 显然 具有 一 个 非 边 称 

的 3 准 团 链 (5S 上 的 基本 3 维 于 链 )， 因 此 和 和 Y 的 同调 至 是 不 同 


构 的 . 由 于 辐 负 是 周 们 再 的 不 宙 旺 ， 从 而 与 了 提供 了 所 名 要 


的 类 型 的 一 个 例子 : 
在 这 一 例子 里 ， 根本 前 点 在 于 X 和 Y 的 同人 于 的 同 构 时 人 | 
象 的 “而 不 尤 许 有 几何 实现 . 这 由 下 面 的 定理 得 出 : | . 
定理 33。 因果 ft KK 一 二 是 CW 复合 形 衣 到 Cr- 复 全 形 
内 的 一 个 由 入 ,导出 周 构 。 es 
2: 元 (及 ) oD), r 二 1, 2， 和 max 《Camk dim z), 


i 不 同 伦 等 价 . 


( 福 意 这 个 定理 包括 了 dim 天 或 dim 三 一 oo 的 情形 )。 i 
我们 要 给 出 这 个 定理 的 姓 明 ， 因为 它 引进 了 映射 柱 的 沟 念 ， 藉 
.县 显 示 了 使 用 CW 复合 形 边 音 精 复 合 形 有 对 多 优点. 不 过 ， 我 们 


“112， i! 


和 放生 明之 前 对 水 全 拓 扩 作 某 此 际 流 ， 
' ， 设 X 是 一 个 拓扑 空间 ,Y 是 一 个 (没有 折 拉 化 的 》 点 集 与 X 厅 - 
,相交 ， 且 + 是 一 个 和 到 了 上 的 变换 : 我 们 谣 ; X 的 一 个 子 集 Xo 关 
”于 了 是 浸 贸 的, 如果"CXO) 一 Xo。 这 时 我 们 衣 ， 当 我 们 命定 Y 
”的 关子 集 为 X 的 浸润 的 期 子 集 的 条 时 ; ;我 们 便 输 Y 以 由 了 决定 的 
和 渤 合 拓 赴 车 构 ， 这 自动 地 人 使得/ 连续 。 我 们 注意 ， 如 果 ? 巧 连 简 - 
的 ， 旧 了 的 阴 子 集 必 希 是 了 的 温润 并 子 集 ， 这 样 我 们 就 答 Y 以 与 
了 的 连结 性 一 致 的 最 大 个 数 的 阿 子 集 . 如 果 和 是 一 个 紧 致 空间 ， 
Y 是 一 个 豪 斯 道夫 宏 阅 并 且 f 是 XX 双 Y 上 的 一 个 映 象 ,于 是 Y 有 
“出 'f 决定 的 选 合 拓扑 结构 ; 因为 X 的 任意 的 其 子 集 的 象 在 了 中 是 
瑚 的， 这样, 如 果 e” 是 胞 腔 复 合 形 民 的 一 个 胞 腔 ， 则 a ”有 由 特征 
映 象 ;EF" 一 马 决 定 的 渤 合 拓扑 结构 ， z 

我 们 如 一 个 集合 交 上 的 一 个 拓扑 车 攀比 一 个 折 提 精 构 了 
(在 同一 个 集合 上 ) 远 妮 ， 如 果 在 7” 下 的 叉 的 周子 第 在 下 也 是 阴 


的 。 寺 是 在 X 上 的 最 戏 的 ?拓扑 糙 构 是 离散 拓扑 ,而 最 纺 的 是 这 样 


的 一 个 于 其 中 仅 有 的 开 子 集 是 X 本身 和 空 柴 。 息 据 这 一 定义 ; . 磷 
合 拓扑 可 以 剂 画 为 与 映 象 f 的 生 各 性 一 致 的 最 双 拓 站 . 应 该 注意 . 
到 这 一 定义 答 出 了 一 个 胞 腔 复合 形 的 器 拓扑 结构 的 意义 . 
z “现在 识 f 是 X 色 Y 内 ”的 一 个 映 象 .我 们 作 一 个 袜 关 (Xx 
x 刀 UY， 如 果 了 集 泡 有 与 部 X 工 分离 ; 就 以 Y 的 适当 的 同 胚 象 ， 
“来 代替 我 们 同时 作 一 个 集合 X,U 了 YU (XX C0, 1)), 如 时 . 
XY, XX X (0, 1) 货 没 有 分 窒 ， 我 们 就 代 以 它们 的 同 胚 象 -. 置 
es 0) = #5#€EX, glx31) = f(#), g(x5t) = (x5, #€ (0,1), 
gD =yy€EY: ; 载 个 定义 (X X IJUY 到 XUYUX x.(0, DE 
“的 一 个 变换 g. ,如 果 Z 是 这 样 的 拓扑 空 间 , 它 是 由 狂 集合 XUYU: 
CK X (0, 站 ) 以 & 所 决定 的 光合 拓 才 而 得 到 的 ,于 是 我 他 入 志 . 
“Z 为 映 象 f: X 一 了 的 映射 柱 . 容易 看 出 X 和 Y 作 为 Z 的 贿 子 集 
而 保留 它们 的 拓扑 千 特 , 芭 我 们 的 观点 看 来 ， 引 进 空间 2 的 用 处 ， 


DD 此 疆 闪 过 时 的 用 法 和 帮 分 析 上 各 明和 ,融和 ) 的 用 法 相反 。 
2) 不 必要 在 上 ， 


3 


1 


在 于 这 样 的 事 洋 ， 他 包 合作 为 放 的 一 个 子 罕 间 ， 尼 的 用 处 还 在 于 : 


下面 的 定理 : 


z 定理 3.2. y 是 的 一 个 形变 站 经 梳 ， . 
(这 当然 洒 合 着 恒 等 映 象 并 zi 了 一 Z 是 一个 同 从 等 价 )、 
> ”本 定理 的 诈 明 依 疾 于 下 面 的 三 个 引 更; z 
“BH 理 3.3。 如 果 Y 了 有 由 f: XY 类 尖 的 过 全 折扣 结果 而 上 
4 是 到 Z 肉 的 一 个 吴 象 的 话 ， 则 变换 gr YZ 当 生 是 昌 信 : 
圭一 定 是 连 态 的 ". 可 
我 们 首先 十 明 ， 如 果 Zo 是 2 的 任意 子 集 ， 出 
(gf YZ0) = f(g (2Z0)). i 
| 为 3 6E (gf) (Zo)。 于 是 gf! (y) =x€ Z。， 因此 六 Oy en 
F(z), 莹 yEf(g (2)) CH 20)). 反之 ， 设 yEf(g (20)). . 
了 是， 二 J(x), g(x) 二 x, 对 某 一 +E€ XX z Zo。 这样 x*€f(y); 
=€ gf"(y)), 所 以 z = g 广 (7)， 因为 gf” 基 单 什 的 . 从 而 有 
| 96E gf Us) C FOAL). | 
”这 一 答 证 同时 也 示 角 g 一 (Zo) 关于 是 汪 油 的 因为 如 果 
?和 (gf-) (20), 则 广 (y) C g-《Zo)。 因 此 四 
CerDAZoO) = (fe (ZOD) Ce 020， 
从 而 广 (fe (2Z0)) = = g-(20). : 


现在 屋 Zo 在 Z 内 是 于 的 ， 于 是 g-! (Za) 是 式 的 一 个 淄 测 及 


集 ， 因此 天 gmCZoD) 在 了 内 是 天 的 , 这样 如 果 Zo 是 于 的 ， 则 

(gf ) 一 (Zo) 是 于 的 ,从 而 gzf" 是 连结 的 
““、Bl 理 3.4。， 如果 YY 有 由 f: X 一 Y 决定 的 迁 合 扳 章 结构 站 且 - 

F: XxXI—Y XI 由 F(x,t) 一 Ce)， 2) ,x€EX, +E 工 所 其 定 ; 期 一 

.YXx I 有 由 下 所 决定 的 述 合 拓 拉 结构 z 四 

我 但 首先 注意 到 迭 合 拓扑 结 构 亦 可 以 由 这 po 

宅 的 集合 是 开 的 当 而 上 只 当 它 们 是 浸润 开 集 合 的 象 (因为 ,如 果 我 | 
们 拒 那 些 阴 集 合 最 大 化 ， 我 们 也 最 大 化 丁 开 和 集合 ). 在 引 理 前 证 明 : 


1 在 引 哩 1.5 的 族 明 中 我 们 凤 用 下 本 引 理 的 一 个 特区 入 开 - 引 理 中 的 和 5Z 自 
然 不 是 3.2 中 的 那些 。 ， 


lt4。 


“中 用 这 样 一 个 特性 过 方便 些 : 
: 玻 G 是 XX 了 的 一 个 浸 鸿 开 集 ， 因此 Fp (FCO) : 一 G. 和 z 
” 们 希望 示 明 F(G) 在 立 XI 网 是 开 的 . 训 .(yo,) € F(G), 并 且说 
(xo, #0) E G 使 得 f(x0) 二 yo. 访 工 代表 所 有 的 使 得 (x0s2)@G 的 
:6 了 的 集合 ( 非 宏 的 ). 工 旺 估 是 一 个 包 人 为 的 开 集 , 且 我 们 可 以 
”选择 一 个 开 集 T。 使 得 6 To, To C7. 于 是 xoX ToC G. 我 们 
可 以 找到 一 个 开 集 V (x0) ». 含有 Xos 且 使 得 V (xo) X 过 Cc G., 过 


为 对 于 每 一 个 *ET。， 我 们 可 以 选择 开 集 ? V' (zo), 如 ( 直 使 得 


”x0€EV' (0), #€U (2) 且 VCw) X DG C G.， 直 于 元 是 紧 臻 

”的 ,集合 {U(z)} 的 一 个 有 限 个 数 ， 珊 作 避 (2);……, DU (1)， 全 

To 如 果 Xo 的 对 应 邻 域 是 Pi(xzo) ~ "3s Va x0) ; 央 ViCxo) 全- 

N Va(xo) 是 一 个 开 集 V(x6), 合 有 Xo 且 使 得 PFC) ) xX To C C 。 
rc 六 bb 二 Ca x 元 ， 


人 


和 县 
FCFCV() x 元 ) = CV C0)) x Tz,. 
由 于 V(xo) XHCG, 所 以 FFEV(o) Tc PROD 3G» 
因为 G 是 浸 鸿 的. .这样 CV Cx0)) XTCG, 
裔 我 们 定义 W (xo0) 为 最 大 的 开 集 ， 合 有 x， 使 得 W Ceo) x 
x' ToCG. 更 精确 一 些 ， W Ci) 是 的 所 有 的 邻 域 V(x0) 的 并 
集 ,这 些 邻 域 具 有 性 质 
Vz) XTCG. 


. 我 们 征明 六 :CCxo)) 二 W(xo)， 因为 ， 如 果 不 然 , 误 


z i *#€ ee x FW), z . 


Vx) x 元 < CG. 于 是 (WC) UPC) x 元 < co, 和 反 于 W(xo》 / 


的 定义 ， 这 样 W(xo) 是 X 中 的 一 个 江油 开 集 ,因此 fW (zo) 在 Y 了 内 ， 
是 开 的 . .由 于 WCxo) X To C G, 所 以 多 (xzo) X To 二 FOCW(xoO)X 
X To) C F(G), 并 且 是 一 个 包含 有 (yo， 如 ) 的 一 个 开 和 集合 . 这 样 
1) 开 集合 可 U (f ) 不 必 要 包含 于 To 内 ， 7 员 估 虹 护 个 必 需 如 此 也 无 妨碍 。 
* 115.。 


. 
和 


F(G) 是 开 的 而 引 理 得 区 季 明 .， 


引 理 3.5。 短 困 了 有 由 f: 入 -一 六 灾害 的 渤 全 拉 提 弛 各 而 上 ， 


. gr 是 XX 到 Z 肉 的 观 象 的 一 个 同 伦 则 同人 六 了 了 一 如 时 是 音 + J 
信 的 话 就 一 定 是 速 统 的 、 | 


这 是 引 理 3.3 和 3.4 的 一 个 直接 和 结果. z 
我 个 现在 回 到 定理 3.2 的 证 朋 上 来 . , 设 。 
1 80: (XXIUY—(XxXDUY | 


: 是 由 0.|Y 一 1 Ox, te) = (x, t+ vt) rE, E17 扬 痊 定 


”前 形变 . 痊 定 渤 合 映 象 g: X XIUY ~ 2， 定义 网 伦 有! ZZ 


为 zz 一 gh. 村 古 7: 是 单 值 的 .. 因为 0; 在 (X Xx 71) i Y 上 是 ， 


”” 恒 等 映 象 ， 所 以 w 是 Y (作为 Z 的 一 个 子 集 ) 上 的 司 等 变换 ; ”. 
Dlx) 一 (z; zx) 0 << <1, DoCx) = xX, 7 (xz) 一 = fs)， EX (您 


2 为 Z 的 一 个 子 集 ); 关 且 W(x 1) = (r,t #0) 0 < xy < 1， 


0<*<1, JAC 2)=f2),0<r<1. 因此 ， 据 引 至 3.5, 六 是 1 | 


束 粹 的 . "显然 地 二 1, |Y = 1 2 一 Y.， 这 样 了 是 Z 的 一 | 
个 形变 收 糖 核 ,而 7: 是 一 个 形变 政 蔬 . ，.- “，， 


i 我 们 用 映射 柱 的 方法 来 妖 明 定理 3.1， 许昌 我 们 把 窄 癌 Xi 了 

特定 作 CW- 复 合 形 天 ， 工 而 县 我 们 保留 有 号 Z 为 :: 到 一 工 的 映 
期 柱 ， 我 们 已 经 示 明 工 是 了 的 一 个 形变 收编 核 且 涛 是 一 个 形变 . 
我 们 希望 示 朋 ， 在 本 害 理 的 这 一 盯 下 假定 下 ， 证 千 也 象 i KZ2 


是 一 个 同 伦 等 价 .， » 


”不 失 一 般 性 ; 我 们 可 以 假定 是 胸腔 式 的 (因为 ， 否 划 的 请， 我 | 


向 只 需 以 胞 膝 式 的 一 个 同 伦 的 映 条 来 代替 宅 ). 于 是 Z 能 够 狂 以 、， 


| 


dl ~ 


一 个 胞 复合 形 的 构造 ， 它 的 胞 腔 是 玉 各 工 的 那些 以 及 胞 腔 ce? X 


x (0, 1), 其 中 e”* 是 K 的 一 个 胞 腔 . “KX 了 工 和 工 艇 是 CW- 复 合 | : 
形 ,不 难 ? 示 上 明 Z 是 一 个 CW- 复 合 形 ， 而 且 这 也 正 是 在 前 面 所 以 引 


. 进 CW- 复 合 形 的 有 决定 性 的 事实 . 


现在 设 i: 天 一 .Z 是 恒 等 映 象 然后 ， 定义 p: ZL 入 


UD 假如 天， 上 是 单 狼 复 合 形 ， Zz 的 == 信 关 分 将 来。 Tz 是 -个 Cw- 和 人 ， 
， 形 的 眶 内, 见 CHI 一 书 中 235 页， 


CD- nl ;26 2, 我 们 看 到 六 : 六 一 工 只 是 映 杀 大 由 于 是 | 


| 一 个 同 伦 等 价 、 并 且 由 于 f 得 出 同 构 fr Xx:(K) 之 rr (2), r 一 可 
"二 1， 2， N= max (dim K, dim 工 )， 从 而 ? 3# 导出 同 构 ; E, 4 


x(K) x2Z), r=1, 2，-.…，N。 从 偶 (Z， :K) 的 同 伦 序 列 的 正 
合 性 有 zx.(Z,K) = 0, 7 二 1,.…, N.' 据 此 恒 等 映 象 Z 一 Z 是 


相对 于 K 的 同 伦 于 ?一 个 映 旬 和 Z 一 之, 使 得 AZ") CK. ,如 果 


dimK <rdimL (或 者 如 果 'dim 天 一 co); 有 本身 是 Z 到 KK 上 的 一 | 

， 个 保 核 收编 . 否则 dim 民 二 -NE dmZ=N+1, Z 的 (N 填 1) 
杂 胞 腔 是 胞 腔 ex X (0, 1), e*? CK; 考虑 胞 腔 cy x (0, 1). 讼 
RR: E+!, EN Z, Zr 是 对 于 这 一 胞 腔 的 一 个 特征 映 象 ， 着 且 考 


嵌 映 象 硼 : EH EN 世 ， KK 尚 于 iu 同 构 地 映射 rw (K) 到 ，、 
,aw(2) 到 和 苦 且 由 于 映 佘 瑟 | 如 所 有 一 个 扩张 到 一 个 瞎 "+H 入 
“的 映 象 , 从 耐克 [N+ 有 一 个 扩张 到 一 个 映 BeT 大 KK 的 映 煞 ， 识 : 


为 s: EN 有， 定义 反 : Z* Ue™ x (0， 4) 一 KK 为 如 |Z* 二 及， 
eV X00, 1 一 sk" 显然 如 |eY X00, 1 是 单 值 的 因 面 ( 例 
如 ， 据 引 名 3.3) 是 速 禾 的 ,我 们 可 以 在 这 一 方法 下 于 也 的 所 有 的 i 
《N + 了 条 胞 腔 上 扩张 |Z*， 得 到 一 个 保 核 收 糖 ， 它 据 定理 1.3 | 


是 于 各 的 . 注意 到 4%*{K 二 .1 : : 
又 二 于 (2 关 ) 一 0 7 二 1 、…， 办 村 等 觅 象 j: 一 2 了 
是 变形 入 产 到 一 在 。 这 样 如 泉 我 们 首先 以 报名 变形 到 工 上 ， 


“然后 变形 工 到 及 内 ， 我 们 得 到 之 到 天 内 的 一 个 形变 . 放样 
mT N= jp ~ p= ipt fp ~ ih: 2 一 2 


由 于 如 | 有 一 1 有 目 当然 加 一 1, 这 就 示 明 4: 开 一 也 是 一 个 同 伦 : 


”等 价 ，- 因 此 pi 二 f: K 一 工 是 一 个 同 伦 等 价 ,' 而 定理 3.1 得 以 证 
” 明 。 可 以 注意 到 A: 工 一 下 是 f 的 一 个 同 伦 省. 同时 值得 看 到 
的 是 ， 玻 或 和 位 抢 定 的 陵 铺 一 工 导出 x:(K) 到 zx(L) 上 的 同 
构 ， r 二 1, M 一 1 并 且 答 定 了 mv(K) 到 mv 人) 上 的 一 个 同 


了) 回忆 一 下 我 们 万 尊 有 到 一 罗 - 
“全 据 定 理工 7 和 接 随 着 前 发 明 。 注意 到 ， | 
dimz 一 max ((dim K) + 1,.dim D. : 


~ 


的 旬 。 -由 于 


z | 是 KX 7 的 一 个 收 藉 核 ， 从 而 Z 六 是 之 的 一 个 收入 ? 核 . 融 6 是 保 | 


态 ,M = es Cdia K) + 1, dim 5), 则 本 定理 的 且 明 i 将 变 得 此 : 
” 较 容 易 . | 


定理 3.6. 如 果 于: kK 一 荆 导 出 天 Rr 


= 1， “， "NC—1, N 一 max (dim Ks dim 5); 内 是 一 个 N 友 等 
本 价 . ' - ， 

| 本 定理 可 以 在 十 分 类 似 定 埋 3 1 的 情况 下 末 旺 明 ， 与 那 不同 

”的 只 当 N < co 时 . 假定 它 谍 立 ， 并 且 采 用 上 一 定理 鞍 明 中 的 记 
号 ,说 ZY C N 是 在 选 合 里 象 :g: KxXTUZ 一 Z 下 可 


(KY > 0D) UII- 


CK" x 7 局 gi x C7 


“ 核 收入 。 如 前 , 现在 我 们 可 以 竹 明 存在 p:'2* 一 K 且 plK 二 1， 


的 一 个 N 亲 省， 因为 


旋 样 入 天 一 Z 是 一 个 Y 维 等 价 , 从 而 瑚 天 一 工 是 一 个 V 灯 等 价 ， 
现在 发 下 : K 一 工 是 一 个 胞 腔 式 映 象 并 且 选 定 顶 点 .EK， 
”yoEL 且 fmw) 一 7。 设 放 , 工 是 天 ,大 的 万 有 复 靖 复合 形 井 且 和 逃 
， 定 %， 为 各 在 xy y 上 . 是 有 一 个 唯一 的 晓 象 天 天 一 二 使 得 

' 评 一 加 且 物 一 久 ， 这 里 倍 用 了 去 描 明 投射 佐 一 天 LE 


名 


.过 
着 且 2 p|2Z 一 一 1: ZX 一 2 于 是 p0:Z 一 下 是 KZ 


。 1 


PC 及、 : = 1， ip0| 2Z™ 三 io| Za ~ | Za 


说 了 导出 多: HR) HC. 这 时 我 位 也 是 由 KK 一 工 导 
出 . 
”定理 3.7. 六 果 拓 KK 一 工 导 出 


: i: m(K) ~ 之 mL), f,: H,(K) ~ HL), - 7 一 2， 3， 0 | 
期 了 是 一 个 同 从 等 放 


1) 和 如果 Ga: (ex 0 工 -> (kn; xDU Ck xD Uy 是 一 个 下 六 ,天 
| - CCCSL: ZZ 1 
是 一 个 保 核 收 榕 。 从 引 理 3.3, 8 一 gag 一 的 连 镍 性 乃 是 当然 


当 p 是 一 个 到 内 的 映 象 时 ,我 们 讽 ip 和 ZN ZN 要 为 正则。 


这 一 观点 在 下 面 就 会 明白 ， 一 


“118. | 


六 射 到- Z，L 虐 一世 导 出 同 构 
m(K) (2), mL) 玉 > m2), 


_ 旋 样 如 果 冯 是 Z 的 万 有 复 益 , 它 可 以 讨 作 是 包含 忠和 了 然后 用 
偶 (>, 信 ) 的 同调 序列 ,我 们 可 以 示 明 对 于 所 有 的 7 了 (六 人) 一 0， 


从 而 , 据 第 三 章 定 理 3.3, xu (Z, 候 ) =-0 (对 所 有 站。 据 第 五 章 定 


理 1.8, 这 茂 合 着 zz(Z， K) 二 0( 对 所 有 x); 由 这 一 避让 行 生 四 如 
”局 定 理 3.1.. 
| 定理 3.8. 如 果 KyL 中 时 巡 通 的 间 f: KL 导出 所 


EL(K) 之 HCL),r 一 2;3;…， 则 了 是 一 个 同 伦 等 价 . 
: 因为 在 这 一 情形 友和 厂 是 宪 们 本 身 的 万 有 复 盖 ， 


在 相对 化 上 进一步 的 结果 ， 可 套用 ]. H.C. Whitehead, ‘Com- . 
.binatorial homotopy, 11, Bull. Amer. Mash. Soc., 55, 5 (1949), 
453—496; “A certain exact sequence” » Ann. Matzh., 52, 1 (1950)> 


.51—-110.. - . 
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B 


第 信 章 复合 形 的 同 伦琴 


1. 间 题 的 陈 进 . 在 这 最 后 的 一 之 里 我 们 要 内 : 同 伦 葵 中 
的 一 个 特殊 间 题 的 一 个 特别 简单 的 捕 形 。， 这 一 问题 乃 是 去 计算 
CW- 复合 形 的 同 从 看 ; 面 由 于 这 样 的 计算 必 希 基于 球 上 的 同 伦 革 
的 一 些 知识 ， 因 此 我 们 将 限于 那些 有 关 的 球 上 的 同 伦 革 为 已 知 的 。， 
情形 . 事实 上 ,我 们 寿光 的 主要 目的 是 用 天 的 同调 示人 性 数 来 决定 ， 
“xoti(K), 其 中 天 是 一 个 有 限 胞 腔 复 合 形 ， 谍 的 起 始 (x 一 1) 个 辐 ，- 
”做 淹 是 零 ， 此 外 ; 为 简单 起 见 ， 我 们 可 以 取 > 2. 比较 困难 的 
情形 有 = 二 2， 已 由 本. 荚 . C. 威 腊 海 特 埋 他 的 芥 文 “ A certain exact 
sequence” 中 ，-4zzzz. -Math., 52, 1 (1950), 51 一 110 四 中 解决 . 
” “我们 以 上 述 论文 的 方法 为 基础 沫 进行 论述 ,, 且 只 是 由 子 取 了 zz>>2 


使 得 问题 简化 ; ;但 同时 我 个 也 输出 了 一 个 与 作者 5 稍微 不 同 的 进行 


方式 ,而 这 基本 上 淹 产 于 J. H. C. 威 腊 海 蛙 一 篇 早期 的 论文 “ "The 
, homotopy type of a special kind of polyhedron “， Ann. Sbc. Polon.. 
Mai#.，21 〈1948)，176 一 186、 最 后 ,我 们 将 指出 及 的 较 高 区 同 伦 . 
惟 的 计算 方法 的 可 能 扩张 . 加 
罗 我 们 希望 台 调 一 下 ， 选择 有 关 同 俗 葵 应 用 的 这 个 “ 网 子 ”是 因 
“为 作者 对 于 宪 的 康吉 ， 而 不 是 由 于 它 必 希 在 同 伦 座 中 占据 一 个 中 ， 
心 位 置 ， 虽 然 如 此 ， 当 同 修 考 的 计算 规律 能 够 给 出 时 , 同 伦 替 的 绰 
入 拓扑 学 就 有 了 进一步 的 理由 ， 因 此 我 们 的 汉 宙 .是 输 必 章 洽 起 | 的 
工作 提供 准备 ， 
2. 威 胸 海 特 的 正 合 序列 . 我 们 重新 提 及 第 世间 (2 5) 的 一 个 
: 草 速 通 的 CW- 复 合 形 的 正 全 会 序列 ,如 四 


、 海 特 之 后 ,作者 参 汰 一 个 复合 形 具有 及 的 性 质 正如 一 个 As~ 多 面体 . 
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DD) 网 Quarz. J. Mazh., ,Oxford (2), 1 (1950),，209-—309. 入 J. H.C: 感受 : 


1 
& 


_™ 


- "> HaK)EST, (K) 一 ， x(K) SNH KY +. (2.1) 


我 们 同 时 回想 到 了 人 =in,(K’ 一 ) SR。 取 (KR) z 


6, CK, KD > nk™, K"™) 


是 jd,， 7 > 2 ( 震 且 已 ，r = 2)， 其 中 是 同 伦 边 焰 dd; :CRr， 


及 一 ) 一 rr 一 (天 一 ) 且 fr_1 是 的 射 7 一 1 1: :> ， 天 人 一) 。 


“最 后 ,我们 要 本 起 第 七 章 中 pwn j 以 及 pr 的 定义 。 和 


慨 z€ ZH(CE)， 字 是 一 个 (r 十 1) 准 并 链 芥 ,并 且 融 [x] a 


”的 同调 类 ， 于 是 waa(s) 6 和 (KmD 二 了,(K) ,并且 我 们 定义 prs 
[zx] = dnlz]. 如 果 x ET (CK), 于 是 (x) 是 * 在 内 射 Rr: ,Kr) 


一 mm(K) 下 的 象 ， 锥 定 了 Ex(K), 说 y Ex(K) 选 自 RCy) z 


z 于 是 p(y) 一 [iCy’)1. 


的 一 个 扩张 


我 们 假定 x,(K) 一 0， r 一 1， 和 于是， 和 如 第 七 章 中 


所 示 明 的 ， Ln: :rs(K) 一 H, (K) 和 ntl 英 射 ori (KY 到 Heii(K) 


上 . 我 们 从 (2. 1 中 抽出 子 序列 


Hd KS To K) sy rn(K) oa 一 
. 定理 2. 3 ri( 收 ) 是 瑟 ,1( 开 ) 的 对 于 四 
I “iCK ) 一 at2 FolK) i | | i | 


.kotl 瞎 射 ratiCK) El Haii(K) 上 且 核 为 at Ta( 天 )。 现在 


4 人 zi 映射 Tr K) 到 zl TariCK) 上 且 核 是 Dnt2 Houta K), 因此 


: 本 
i 
1 


-mr “ 
罗 - 四 2 时 = 
ib a i ‘~ 


4st1 导出 一 个 同 构 


(Tr (KY 一 ”zz 二 2 Hua K)) 1 -1 Pur 
通过 天 的 同 釉 示 性 数 去 计算 momCK), 谷 要 关 明 村 了 THEK) 以 


及 同 态 wsa 并且 要 描述 Honi(K) 的 竺 扩张， 在 这 时 我 人 引进 了 
7 > 2 的 假定 . 


股 7 是 .xon(5") 的 生成 元 ， 于 是 ， 由 于 了 是 一 个 同 特 跨 条 元 


玉林 是 重大 于 至 的 一 个 扩张 ， 如 时 有 并 到 吾 上 的 一 个 同 态 它 的 核 同 构 于 
的 医 。 oo 


1 


| EE 从 第 大 S 章 定理 2.3 得 出 映射 o> og, a€ za K) 导出 一 个 同 态 


天 :ra(K) 一 rori(K)， 不过， 由 于 任 一 个 a€ xno《K) 有 一 个 代表 映 


象 f:S" 一 K", 从 而 a 一 ao7 于 事实 上 决定 了 一 个 同 态 | 
0: ra KR) 一 int1 rnt K”) 一 Tri(K). | 
定理 24 0 是 xo(K) 到 Te) 上 的 一 -个 同 ; ,其 核 是 2 
(K),. . z 
首先 注意 到 ， 由 于 27 一 .0，2aozy 一 co27 = 一 0， 网 的 zra(K) / 
的 确 在 核 内 . 


”现在 zs(K") 过 H(K"), 它 是 一 个 > 难 半 铺 守 ， Re 


“是 自由 交换 地。 丽 {4} 是 mm(K?) 的 自由 生成 元 的 一 个 集合 ， 避 
{e711) 是 KK 的 (= 十 1) 灯 胞 腔 并 且说 cxE mort(Ker Ke) 是 用 
-| 个 对 于 ex fe 的 特征 映 象 所 代表 ， 于 是 {cz} 是 TofI 疏 ” ， Ko) 的 三 
”由 生成 元 的 一 个 集合 , 而 且 由 于 mm( 玉 ) 一 rn( 民 人 一 aarl mart(K"?， 
- . K?"), zs(KK) 是 由 {a;) 生成 且 有 关系 式 bi = dotl C1 三 0.. | “ 
设 K? =e"U {ef), 其 中 《ce7} 其 #7 稚 胞 腔 ? 在 与 (a} 一 一 对 


| 应 下 的 一 个 集合 . 于 是 eoUe? 是 一 个 和子 维 球 SF 且 ra Kg) 是 袖 


本 . . 


元 素 {20) 的 集合 自 由 生成 ， 其 中 是 由 一 个 局 胚 映 和 象 gi: S*—> SF 
所 代表 . 设 中: K2—> K? 使 得 gh; 代表 di, 由 于 nCKo ). 二 克 OCR) 


二 0,+ 过 #, 并 且 由 于 少 显然 地 导出 由 内 < 答 定 的 同 构 xaCK2) 


”之 xo(K”")， 据 第 七 章 定理 3.1 得 出 由 是 一 个 同 俺 等 价 .. 因此 , 特 


,由 导 和 sasronCE8) oo roti(K'). 现在 假如 a >2,2+1< 
< 即 据 第 六 章 (4.3) 得 出 : 


rnt1(SF UsSz ) = Xn41 CS1 ) 十 xani( SY )， 他 > 2， C2. 5) 


、 其 中 他 US? 是 具有 一 个 公共 点 的 两 个 4 准 球 的 并 集 . 依据 应 用 


于 第 大 章 的 褒 鞍 中 的 一 个 明显 的 推广 ,我 们 可 以 对 于 任意 (有 限 ) 

个 数 的 -z 蕉 球 的 并 和 集 推广 (2.5) 到 一 个 类 侯 的 规则 ;因此 
rari SY U.-..US?) 之 CS 十 …、 :十 xlSE 2 > 2， (2. 0) 

z 现在 由 于 Ks 的 任何 紧 致 子 集 痢 是 含 于 57 的 一 个 有 限 个 数 | 


| 


”Di 可 能 有 元 劣 多 外 ,但 各 丰 相交。 


+. “ L 
四 Tt 
a 和 


的 并 和 集中， 并 且 册 于 这 并 第 是 大 的 一 个 收 编校， 从 (2. 0) 得 出 


4 中 的 元 素 是 唯一 地 玫 作 为 元 素 do 的 一 个 (有 限 ) 和 ， 


换 句 话说、 rniCK? ) 是 一 个 自 由 模 mod2， 由 {ao7) 日 由 生成 ， 


、 显然 ， uriC jon) 一 577， 因此 1) 是 一 “个 自 由 模 mod2 由 


{ason). 自 由 生成. 出 于 
TR)=omiKY), 
c znt1CK" SS TotiCK” :) - 一 dr KR", Ka ， 


| 计 我 们 示 明 了 关系 式 doa( Ro K") 一 天 天 区 oo 一 0 | 
“时 ,定理 便 得 证 ， 


融 了 是 一 个 CW- 复 合 形 ,， 屯 是 ， (n+ 1) 维 元 体 万 Pa 的 一 个 


并 集 , 这 些 元 体 有 一 个 公共 点 (在 每 一 个 E?+ 的 为 多 上 )， 这 里 的 。” ， 
”E21 是 和 KK 的 (n 十 1) 稚 胞 腔 ef+ 一 一 对 应 ， 谤 0 是 边 稳 7 稚 : 
一 球 评 了 的 并 集 ， 并 且 设 序 : P， 0 kK"™, ke 使 得 4 EX 是 对 于 


CRtl 的 启 个 特征 映 象 和 导出 Ht :natal Ps 9) > rena Ko 


z 0 撕 威 说 海 特 的 同 粹 映 集 定 再? ， 


rnt2CK? ?+1 ,K”) = = gat mata P, 0). . 本 ~ 


设 4 | 0 导出 perl: x O) 一 ” ra 并 上 且 考虑 图 解 四 - . 


ralP, OO 
grrs bata 
. x sa K+!, Ko 一 rnti(K *) 
站 中 同一 个 符号 2 代表 两 个 边 各 同 太 。 利 地 ?是 可 以 六 度 一 上 


、 ”的 ,我 们 有 


~ i Zz: :ruta 09) 之 a1 ON), 


”并 nF 交换 律 ”, dgntz 一 brid 显然 成 立 ， 我 们 有 


drnta( Kt!, K*) 一 dgnt? rotalP, 0) 
= pt drntalP, 9) = haut Ani(Q). . 
现在 ， 据 定义 ， Ch [ER DR 代表 & € "i(K"), 这 里 由 是 一 个 


1) «A note on suspension”? 中 的 定理 1， ‘Quiars. 7 Mash., Oxford (2), 1 (1950), 和 i 


”9 一 22. 事实 十， Snta 是 同 构 的 。 同时 参看 第 六 党 的 2 11 和 2.12, 
z 2 


” - 网 吓 映 条 S 一 部 共同 时 ra OY 由 {63) 自由 地 生成 ; 其 中 64 由 


: . . . 
E - 


J- 


: Tn(K). 由 于 TriCK) 是 一 个 模 mod2; 且 Haiti 2) 正 是 时 mod2 ~ 


pi 代表 ， 并 且 ， 如 同 较 早 对 K?* 所 证 明 的 ， rnt1( QO ) 是 一 个 自 由 模 
mod2 由 farem) 自 由 地 生成， 显然 petiCeie3) 一 = B107, 因此 关系 式 

四 Crota( 开 ” ， K2) 一 0 . .. 

_ 知 有 电导 的 正 是 关系 式 bo7 = 0, 而 定理 得 以 证 明 . ~ 
二 于 a K) HA(K), 我 们 有 ro K) s (Ha K));, 部 H.CKY 


用 inod2 和 鸭 秆 了 ， 并 且 Dt2 这 时 可 以 恒 同 地 讽 作 同 窟 ” pt213 : Harz 


EE 


(Kk) 一 > (Fm, CK));. 这 样 如 果 我 条 已 痊 出 H,(K), Han(K), Hoytz - | + 
因 (K) 以及 yt2， 我 们 知道 nan(K) 就 是 一 个 已 狠 萤 对 于 一 已 共 检 
”的 扩张 剩 下 的 就 是 去 计算 这 扩张 . 由 于 我 们 有 兴趣 于 xn)， 


巩 事 实 上 ， 假如 天 的 维 数 > 十 2 以 Ko 代 天 就 是 够 了 
”我 们 现在 定义 Hsrz(2) 为 (03h(22onCK)) 7 其中- za 
是 大 的 (x + 1) 礁 闭 链 香 ,并且 将 定义 一 个 同 态 v(2): 有 2) > 


_ 圾 第 了 的 Ga4aC2Z nCK)Y, 虽然 足够 去 定义 一 个 同 态 
y»: :03hi(2Znra(K))- 一 Tri( 及 )。 


规 好 € 074(2Zar KY .入 时 ButaCe) 一 2 各， 衬 €. ZCK). “我 桐 


“现在 指出 ZeH(K) = juris mon(KoeD。 因为 ,下 于 TeCK) 一 0 从， 
而 有 js 导 同 构 地 映射 Xn(K”) 济 na K",; 并" 上 ， 因此 
ZuriK) = 一 = zt1(0) 一 (jad nt1) -1(0) 
一 9 去 dzh€0) = fntl ati( K? 和 7) 


这 样 4 i y Enari(K"t!), 且 auukc) = jsrt(27)。 这 样 ， i 


joni(dotale) 一 27) 一 0， 因此 dsrzc 一 2y ETsriCK). 上 再 洪 ， 如 果 


和 2 ; 则 由 CorlK) 是 自由 可 换 萤 的 事 


Fi 


9 加 亿 起 这 一 同 春 是 狐 J HC; 夏 席 海 等 称 作 * 第 二 边 入 "的 。 


,124. 本 


实 有 2 三 2， 因此 jn -= 0, 从 而 y ”一 ?YETon(K) 面 - ， 


要 


2) 瑟 Hsrs(2) 正 是 民 的 (2 十 2) 次 同 革 党 ,具有 用 mod 2 移 简 的 台数 到 数 如 
果 dim 玉 >2 十 2 我 们 佛 有 - 


Hatat2) =— (60-1 2Zori(K)) /8ate CatsCK). 
网 ， “A ‘certain exact sequcnce”, p.. 55. 


yah a 


y= 2 因为 Tyna(K) 条 的 生 一 个 非 各 元 当 中 有 阶 这 样 喘 。 
象 c 一 dotzec 一 23 是 单 值 的 而 字 旺 然 是 一 个 同 守 . 和 如果 我 们 称 
-这 一 同 态 作 5 当 我 们 作 自然 尖 合 / : 


ZatzCK) Hr K), 


“是 (十 2) 外 的 ， 于 是 必然 地 相 ZZts(K) 就 正 是 pw， 由 于 pt2) 
决定 了 闪 且 是 由 5 于 决定 的 ， 从 而 "2) 的 内 容光 会 了 wz 的 办 


容 . . 
如 果 玉 是 有 限 的 我 们 将 示 明 vt2) 确定 ri(K) 为 一 个 酸 扩 - 


荆 。 于 是 刀 。H(K) 二 了 十 To 十 7,, 其 中 万 是 自 由 可 换 醒 ， To 是 
| 奇数 阶 的 循环 芥 的 值 接 和 而 Ts 是 偶数 阶 的 循环 价 的 值 接 和 .。 . 设 


(5&4,"， ,56p) 是 8B 的 一 个 自 由 基 ， 届 To 是 由 奇数 阶 数 ro + 的 ， 


(ms sve) 所 生成 ， 若 且 说 ， 19° “ps * “yco 是 ms 有 的 元 
素 使 得 pwri(a1) 二 一 2 ,pntil ge) = bo， poa1( a) 一 V1, … ? part > | 
| (Cas ) -一 Ve, 把 To. 座 作 是 由 《2zr1， . ne ;250) 所 生成 并 且 定 义 局 态 . 


pe” :B+ To rotilK) 为 .i 
na* (bi) : 一 a ; 一 bp 和 
p200) 和 = 24), 1 一 : 1， “30 


—_—. 


于 是 2 是 单 值 的 因为 pr (2r100) : 一 oy; 但 一 | 


‘Tia € pat1C0) 7 ， 


- 而 p400) 是 一 个 模 mod2; 因此 p27407) 二 0。 同时 prtp* 是 
屋 等 映 象 ， 这 样 mr(K) = pCB 十 To) 十 x, 其 路 是 一 个 则 
构 而 x" 是 7。 对 于 TK) 一 Dt2 Hast K) 的 一 个 扩张 。 .余下 的 
是 去 决定 x 如 Te 由 (但 数 ) 阶 数 5 …re 的 (at 生成 ， 


— 


加 屋 (ci ”3 ca ca+13 “) 是 对 于 Cena(K) 的 一 个 典 弄 基 ， 并 且 设 - . 
cz = TiXi, ft 一 - 1 ， “ss 其 中 Si 是 类 4 市 的 一 个 (x t1) 蕉 于 。 


和 现在 2 一 or 3 € CR 且 和 0 Exti(K) 是 
了 我 们 把 vj 看 作 为 一 一 一 - = ~ G20); 这 样 我 们 就 有 可 能 以 记 (o 二 a + 全 of 定 
访 谨 洁 To 上 . 交加 十 与 中 所 入 的 A 有 所 不 同 ， 但 局 时 适用 于 


和 、 


一 
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和 在 中 的 一 个 代表 ， 这 里 的 ho, -如 前 ， 是 内 身 ori: jl Kt) 
一 > ran(K), 我 们 将 科 算 "i(konily)) ETin(K) 一 Det HatalK) > 
: ge 一 -ye 一 rr 
因此 EriCTiyi) = 一 一 Rrtiv es). 更 在 
ci) € TsarCK) 且 . ko TCK) 
正 是 (2.2)FH 的 同 态 4ort ; 县 我 们 已 经 把 As+i 工 st 天 ) 从 后 于 攻 
同 构象 TriCK) 一 pnta Harz K), 这 样 了 》 | ~ 
tikari (yi)) 一 Rai(Te yz) 一 (ci 
| | 其 中 是 自然 同 态 Tri(K) 一 > Tosti(K) 一 Dn Hus K). 元 来 
Ti(Rattyi) , 等 价 地 ， 决定 扩张 mv 由 于 -~ 是 由 2afz 议定 ,而 ?wa 以 . 
及 VV 是 由 v(2) 决定 ， 我 们 便 示 明了 ?02) 是 怎样 地 决定 rani(K) 为 | 
一 个 要 扩张 。 - 
“3. 同调 采 和 边 减 复合 形 借助 于 定理 2 2.4 中 的 同 态 9 和 自然 
同 构 za(KK) 之 HH,(K), 我 们 把 Ton(K) 与 H,(K)| 2Ha《K) 恒 同 起 
来 ， 上 面 的 天 是 一 个 维 数 和 .= 十 2 的 一 个 有 限 胞 腔 复 合 形 ， 它 的 ， 
”前 (x 二 1) 个 同 伦 春 古老 然后 我 们 看 到 序列 (2.2)， 通过 同 构 ， 由 
村 有 {K),H Hon(R), Hstz( 区 ) 以 及 Hatz(2) 和 同 态 z 
(2) Hara(2) 一 HAK) |2H( KR) 
”所 决定 ,自然 ,假定 了 x > 2. : : 
” ”一 杂 威 腊 海 特 后 ， 作者 定义 了 一 个 (抽象 的 ) 同调 采 ? 如 下 已 是 | 
| 由 一 些 抽 象 的 无 限 母 王 有 Hast Baizy Hora(2) 以 及 革 些 同 态 组 


成 .这 些 重 是 交换 乔 且 ,+2 是 自由 交换 靠 , 一 个 同 态 和: 有,12C2) 


> Hontt 葵 定 为 ? 到 :6stt 上 的 ,并 且 有 一 个 右 北周 态 As:aEort 


> Hetal2), 一 个 同 态 pL: Harti al2) 是 把 有 sa 的 每 一 个 .| . 四 


1 一 pe) 中 的 页 号 自然 可 以 咎 压缩 撞 . 
-2) 事实 上 , 威 股海 特定 义 过 一 个 上 间 铀 漆 .， 这 在 形式 上 恒 辣 于 一 个 同调 采 , 代 共同 z 
调 全 ,而 是 相 对 于 一 个 复合 形 的 上 闻 调 登 。 - 
”3) 粮 定 一 个 交换 芝 G 和 一 个 整数 ww，x4G 指 元 素 mg，g EG 的 集合 ， mG 全 得 . 
mg~=0 的 ecG 的 集合 :而 Gm 就 是 南天 G/mG, ~ : 


6 本 村 


元 映射 到 书 的 剩余 类 mod2， 并 且 淡 CH 入 Hat2)., 紫外， 


， An3(0) : = pHotas 因此 Hyt2(2) = pHot2 十 人 “Heart 最 大 , 夫 完 | : | 


- 有 一 个 同 态 Y :Hora2) 一 (Ho ， 


”如 此 的 一 个 同 负 采 是 由夏 合 性 KK 所 提供 . HBH 


Hessl2) 解释 作 H,(K2; H HuriCK), .Hzta(K) 以 及 Hs 2(2) (在 KK 失 
~ 年头 如 67b(22Zan(K)), 由 mod 多 简 )， 于 是 (Hsr2aC KR))s= (Zn 证 2 


“(反思 显然 地 嵌入 可 srz(2), 因此 有 定义 ， 同 态 7 正 是 v2), 且 


我 们 定义 人 A: Hsia 2) >Han(K) 如 不 . 届 是 类 xmod26 Hy42(2). 
| 中 的 一 个 鱼 . 于 是 5 wa 是 一 个 Ce 十 1 - 蕉 闭 链 ， 它 的 同调 


类 是 Ax， 发 轴 …， 二 生成 T,， 字 是 -个 有 偶 的 撕 系 数 的 


- Hati(K) 的 子 苦 ， 因此 Fe- 是 有 偶 的 阶 数 2 z 一 荆 ， 本 ; 1, 于 是 


-Hn(K) 是 由 全 4 2 和 全 底 . 融 是 在 闫 六 中 的 一 个 于 链 ， i 


i Ea fi ;是 一 个 (a+2) 维 细 全 得 Bota ti ti 着 且 发， ti 是 在 Hst2(2) 。 


| 中 、 wt 的 类 ， 于 是 一 个 右 适 人 同 态 A* : Hai(K) > Hotal2) 由 


As 到 2 让 .一 ali 一 1 ， pm) 所 定义 。 ”应 该 注 宣 到 As 依赖 了 0 


- 的 逃 择 ， 因而 写 呈 是 模式 地 由 :Hon(K) 汉 pHa K) 内 的 一 个 任 
窒 的 同 态 所 决定 , 因此 在 玉 中 去 验 征 ， Hra(2) = Hata(K) 1 + . 
+ A*,Hari(K) 是 一 件 容易 的 事情 。 

和 我 们 现在 规定 一 个 任意 的 同调 系 ， 且 而 后 作 一 个 “精诚 的 " 敌 

。 。 合 形 它 的 同调 系 同 构 子 一 个 已 答 的 同调 条 对 于 这 一 抽象 系 的 全 ” 
”和 同 态 ,我 们 将 采用 相同 于 复合 形 的 同调 系 的 对 应 元 索 的 符号 ， 对 
四 于 同 态 Hetal2)— CH,)z. 我 们 则 不 愿 用 C2) 而 用 Y. 我 们 的 本 号. z 

这 时 便 与 作者 脸 交 "中 的 一 致 ， 和 -. 

设 Hs, = C4 * ,dm) ， 这 量 。 aial 一 = 一 .一 coia 一 0 朋 0 
| 数 当 而 且 仅 当 . ls <h< £m. 事实 上 ， 我 们 将 把 co， 0 

取 作 挠 条 数 .. 裔 Hax1 一 (Bi 四 :0 这 里 
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. pb = tb, = Tb 一 0， i ， 机 - 

Br , 是 奇 煞 当 而 且 仅 当 1 si 和 和 zx 扫 L 此 处 ， 我 们 将 把 Ti 
"Tw 取 作 所 系数 . 屋 H,+42 一 (ew. .. -cp) 是 自 由 交换 圭 . 于 
“是 (az = (Gr an), 其 中 3 是 a 的 剩余 类 mod2; 类 似 地 ， : 
《Bra 一 (a,- 机 下 本 341 是 由 Tepes, 2 ,时 如 生成 , 因 | 
| : Hora®) -= (zy- ;5p5Ez+l 52e+ert)) . 
3 
Cpri 一 = A* Tat ei bats ， # 一 1, “UT 多 . . - ; 


z 3 Y* :Hel2) 一 (Ha): 答 定 为 、 ; 


=- 到. ?701y 一 1,: ‘pp tx 二 下， (3.1) 
j=&A+1 . - . | 
波音 的 系数 y 是 0 或 1 

我 何 现在 作 一 个 胞 腔 复 合 形 玉 如 下 

2 | = K”.= 0', 一 个 单独 的 点 ; i 
并 = erUe? U "0 Ue 因此 cn0 ef 成 一 个 7 闻 于 5 > 
i 一 1， ， “m3 , 


Kt! 一 KU. ery U es#+}, 这 里 的 eft! 是 由 一 个 度数 肖 


玫 的 一 个 映 旬 呈 : 部 手下 中 一 1 附加 到 帮 " 上 ， He 


封 阴 e7+} 成 一 个 + 1) 区 球 S8*,:7 二 1， …… z 
ta KU ept2zU UU eps 这 里 的 ot 是 由 一 个 映 象 z 
有 记 Pt 一 > K" 附加 到 天 "+ 上， 这 一 映 象 本 质 上 是 在 一 些 球 Ss? 上 对 - 
于 吃 Yi = 1,£= 1,- “sp es+? 是 由 一 个 映 象 jor: Est? A K"”™ 
附加 到 天 n+， 这 一 映 象 在 5 时} 上 具有 度数 Th 并 且 本 盾 上 是 在 | 
| 一 些 球 3S7 上 对 于 尼 Yptist 一 Di=1, wR; 关 且 - CH 
”是 由 一 个 映 象 fotukti: Bats ges 一 K”t! 附加 到 K"™!, 这 一 喘 象 在 

P= 1,: …, 尺 上 具有 度数 ri i 
娶 弄 请 附加 (十 ?7 和 攀 及 方法 的 贸 迎 ，， 必需 时 算 kr 


2 


二 


同时 Huta( K®™) 二 0， 因 此 的 核 是 TC Kt!) 的 同 构象 ， 荐 且 


我 们 可 以 由 Kot 有 用 分 角 让 从 训 过 一 工作 - 短 换 一 下 , 我们 
可 以 由 正 合 序列 


Henk) TriCK"t) -一 > ri(KeHD 一 > Baa Kr) 


来 葵 述 >， 这 个 于 是 到 Hari(K?”+!) 上 的 ， 因为 


由 mr( 玫 rt) = x,(K) 一 0 7 .< 妇 了 2， 


4 


据 定 义 ， TunCK"t1) 正 是 Tori(K), 它 同 构 于 (Hs)z， 这 样 
| ri(K™™) 一 MTonGETD ~ Hen(K"™) 
， AT CRKeat 2 全 (Hw 
但 由 于 HunCK"t!) 是 自 由 交换 春 , 从 而 : z 

mai(Kr) Ha(KTD) 十 Ho (3.2) 
再 者 ， 显然 地 Per(K"+) 嵌入 于 作为 查 接 和 : 

mas “) 十 -… 十 . mati SR+!) 
-的 rana(RerD 中 ,并且 (Bo 说 入 于 作为 直接 和 / 
mustl(SSHi ULe8 >》 十 本 
十 refl(S7 U eptl) 十 rat SY) 十 - tS) 


的 rntiCK™™) 中 强 rnt U er*1), 2 一 有 十 工 正 是 on | 


(sz ) 在 内 射 下 的 同 构象 .。 - 和. 
”验证 胞 腔 复合 形 k 实 现 已 痊 的 抽 银 同 阐 条 是 一 件 址 接 的 事 - 
“ 情 。 我 个 正 是 要 通过 这 一 验 三 得 出 (2) 重合 于 同 态 y。 

现在 Cstz(K) 是 由 (ci，-… ,cpts) 生 成 ,其 中 c; 对 应 于 (n 十 2) 
维 胞 腔 ef 下 面子 擎 542(2Zera(K))7 是 由 (c1, ***， Cptwk) 生成; 


. 因此 En(2) = (G1 **') Gp) 我 们 回忆 到 (2)(2 入 是 元 素 ， 


nt+2Cci) 一 ~ 2y;, 这 里 Cap snr 下 md42， K*tt) 一 notiCK™™) 年 同 优 
边 儿 而 y: 是 mn(K" 中 的 一 个 元 素 ,使 得 E 
27ort(ya。 E ort( 民 ”1 ， K"), 一 ac。 


TD 这 一 珀 六 现 光 从 因为 应 用 于 任意 的 C 册 -复合 形 ， 其 起 始 的 (2 一 1) 个 同人 
替 为 者 。 
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应 用 (3.2), 恒 同 HGR 于 mk 的 一 个 子 芥 ， 我 们 有 
?42 = 一 0 一 Gatal es), 现在 z 四 


Ls 


drtz( ei) : 一 > Yija7’s zp; Goaz(c:) 一 6， 
jh+1 ' ” . 
z 一 工 …- “,p， : 
Ts | | -~ - 
dntal co) = 一 zk; 2 十 > Y pti yj» i 二 1: a 一 R; 
i 二 十 1 . 、 
Ont2CCp+i) . = TE Ai t 一 i, Sp 


” 当 我 们 凭借 (3. 2) 慑 同 (H, ): 叶 rrti( Kk" ) 一 个 了 村 ;而 这 里 
Hon(K™™) = (br ,sb ), 2 对 应 于 SPT = 1， ;4。 于 是 


pC2) (5) : 一 3 Yii as 1 一 十 2 一 有 :一 re 


了 和 王 几 十 1 . 


正如 所 要 放 明 的 . 和 
通过 由 附加 这 些 (p 十 #)(z 十 2) 稚 胞 腔 ez .人 2 革 进 
于 mn(Ket 中 关系 的 研究 ,现在 我 们 可 以 计算 mani(K). 用 前 面 
作成 的 恒 同 关系 我 们 有 四 
TaAi (CR 一 (2 ,- 62) 十 (ant -+ ,dm), (3.3) 
并 且 不 3 难 铸 出 效 些 引进 的 关 采 是 
Ya = Byi;a; 一 0， 1 、 
; 十 Yepti = Th+i 二 ， (3.4) 
7 02 1 eR 本 ， 
.一 0， f 一 |， 机 
这 立刻 引 向 < (天 ) 的 值 的 一 个 公 趟 ， 在 形式 上 几乎 是 恒 同 于 
$2 中 所 和 的 。 下 面 的 定理 ? 以 计算 zoni(K) 方面 而 葵 可 以 认为 是 
$ 2 以 及 本 节 内 容 的 总 和 ,关于 它 的 推导 的 详 稻 过程 我 们 就 归 之 于 
作者 的 前 面 引用 到 的 窒 文 . 
”定理 3.5。 如 果 天 是 一 个 雁 数 和 = 十 2;a>2 的 有 限 胞 砍 


1) 这 就 是 本 章 第 一 个 脚注 中 引用 到 的 论 
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复合 形 ， 使 得 x,(K) 一 0 ， 7 一 1 ,， “ ”5 人 2 一 工 ， 于 是 rn+l( 天 ) 是 Htri 
对 于 (Hw) 一 YhHotz 的 一 个 扩张 。 如 果 Hort 准 定 为 B 十 了 + 
十 了。, 这 里 B 是 自由 交换 牵 ，7o 是 一 个 有 奇 指示 数 的 草 而 了。 是 
一 个 有 偶 接 系数 的 又 ,于 是 rorl(K) 一 B 十 Te 十 已 ， 这 里 互 是 7。 
对 于 (Hs): 一 YUEurs 的 一 个 扩张 。 褒 Te 是 由 障 数 为 rtrl -rs 
的 Berl9"… 5Bu 所 生成 。 于 是 bt,"…s 5s 的 代表 可 以 在 EE 中选 
择 , 且 可 称 作为 mis… ,如 使 得 Ther oti 一 放生 二 kt 
. : 
z \ (Hs (ED 一 -YETasa。、 
J H. C. 威 脱 海 特 便 示 明 ， 司 讽 条 决定 了 这 样 一 个 胞 腔 复合 形 
: 的 同 伦 型 ?, 它 有 着 如 定理 3. 5 中 的 天 的 性 质 . 这 样 我 们 使 导向 于 : 
研究 玉 的 较 高 欢 同 众 区 的 计算 问题 ， 这 样 的 计算 当然 得 依赖 于 球 
上 的 同 伦 尝 。 用 nwtz(5") ,4 之 2 是 阶 2 的 循环 合 这 一 事实 5 我 们 
可 以 计算 rz(K)， 悍 一 般 地 发 :这 是 比较 复杂 的 。 
设 玉 是 (nz 十 2) 维 的 。 这 时 ,从 正 合 序列 


H, (KJ 一 2 六 (到 ) es Ta+ 并 天 ) Ea 已 wa 天) (有 


我们 有 Hora(K) 二 0, 因 此 /+ 是 同和 构 而 fen+2 是 rst2a(KK) 到 pst42(0》 
上 的 一 个 同 态 , 它 的 核 同 构 于 Tra(K)。 再 者 ，75jz(03 作为 自由 
交换 华 理 ,i2( 玉 ). 的 一 个 子 价 ,本 身 杰 是 自由 交换 的 ， 因此 
x K) Tra K) + vidz(0), (3.6) 
.而 russ(K) 的 时 算 就 归结 为 对 T+2(K) 的 计算 。 现在 假定 z > 2 
而 rr(K) 一 0 一 1)…… 2 一 1 于 是 Tn(K) 是 一 个 自由 模 
-mod2 因而 2 已 (下 )) 二 0。 由 于 s(xX) 是 由 由 交换 的 ， 
从 而 2Hata(K) ~ Hata K), 并 且 由 于 va42(0) 是 在 HatalK) 和 


LD 他 前 示 明 ) 一 个 准 数 < 十 2, 2 > 2 的 (也 可 以 是 无 和 的 ) 其 前 (a -1 个 同 从 . 


涝 为 守 后 CW- 复 所 全 形 的 同 从 型 ,是 由 它 的 "正人 序列 "站 私 剖 分 
- . Hnrs(K) -2 二 Fe wai 
' 所 决定 
.131 。 


a pe 


za “中间 的 ”一 个 潭 ,3281 油 同 时 有 ,wzh(0) ~; HK). (这 
样 ,在 这 一 情形 z 和 

下) 3 Pr kK) + Hat K)., : 27) 

”我们 现在 于 一 个 特殊 情形 计算 TK). 

定理 3.8. 各 果 玉 是 如 同 在 定 地 -3.5 中 的 ， 假如 >>3 且 wt 
(K) = 6; 则 Tor2a(K) 二 2142. 

由 于 eHR) 一 10， 由 定理 3. 5 有 Hl(K) = 0 瓜 太 YEHat2 
= (Hs)2.. 这 样 我 们 可 以 对 于 pHoiz 选择 一 个 世 "64, 售 得 
YO; = dntiy z 一 1 一 有 - 

yc 一 0，7 一 姑 一 有 十 工 59。 

由 于 ,iz 是 自由 交换 的 , 基 二 ,-… ,64 能够“ 男 爱 ”到 一 个 对 
于 Hztz 的 基 c1，**…*', cg， 一 个 有 北 次 和 天 相同 的 同 伦 型 的 入 溅 复合 会 
形 , 我 们 可 以 径 取 必 K 本身, 这 吧 将 有 下 面 的 类 别 : 

K'=. =K™ 二 ec 、 z 

ge oU ef. U es, 办 erU ef 二 S7 ,tit 二 1...-。 ,72; 

Kztt 一 KUeztU - Ue 这 里 e?t! 是 由 一 个 度数 为 cf 
.的 喘 象 gy: 训 1 一 58 ,i 二 1，………， : 附加 到 和 ， Ci 巷 商 小 当 而 且 
只 当 1 世 i 、 

和 ni2 一 KRr+LUezte , Ue?) 这 里 ent2 是 由 一 个 本 性 卫 
ES De “10 一 名 附加 到 Ke", 关 且 so*Ue? 了 二 


一 S72, j=m—h+1,..,g. 
ee Td- (ket). 现在 店 大 一 3， 六 于 2 < 27 一 - 工 ， 
雯 束 (4.3)0, 因此 ,， 


a(S LU SE) 和 zara SE) 十 ralSF), n>3 G9 

而 这 一 结果 显然 可 以 推广 为 。 1 
rat2. K®) rata ST 十 十 rata(S2)， (3.10) 

每 一 个 韦 接 加 区 sus 2 SE 2) (i = 1,.…,) 是 由 内 射 闻 构 地 赔 入 : 


1) 正 是 在 这 点 上 和 > 3 的 区 制 才 是 几 葵 的 。 对 ;二 3 的 情形 在 作者 的 验 交 : 
Guurzs. f. Mash, (Oxford), (2), 2 《1951), 228 一 240， 定理 535.10 中 记名 处 
了 过 0 ，. 
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(RD ， 我 们 将 反 ral 表示 作 《oa * om)， 这 里 m 对 应 于 | 


SE 1 2 一 1; 722。 ， . 
设计 (KR") 由 于 1 是 奇 
数 , 且 由 于 四 


at2(S") = Parati(S™), moms") = Fn, So) ， 
从 而 立 归 有 记 :n( 可 四) 一 和 (88 ;六 一元 十 -1 十 2. 加 果 吕 扩 
张 到 一 个 特征 映 象 ， 
. pgp’: Ert!, Ertl—> K*U en +1 Rn | 
z EP ， | _， 
Bn BP, EP) ~ (KU er+1, K"), 
”然后 从 第 六 章 定 理 2.13 有 . 
Rr: EP+!, Ertl) ~ x,( K?U eftl, K?"), rn 二 2,n+3, 


考 直 几 解 


} 和 zntal Br a +1) | 六 
Bn+3 hinta ‘ 1 


dnt fn 
“xara KU ett, K") Ty pn Kr? ) 一 人 mak Ver 


minal Br! ,1D rntaC BP +1). 
4 ” Bt bntt 


rnt2 CK U of) ror KU eft , K") aN oa > 


现在 我 们 把 各 个 同 态 的 意义 当 作 是 自明 的 ， 以 及 dur3 8 Bots 一 
一 7 Ca+3， dst Bnt2 一 bat dn+t2 这 些 事实 . . 
由 于 8 gnt2 是 一 个 同 构 以 及 Hatz Bn harid nt23. 从 而 &g 22 4 
” 同 构 地 映射 531(0) 到 ds42(0) 上 ;但 是 z 
dzt2C0) 一 jat2Tn+2(K?” U et) 2 rataC KU er™ ) 一 int2 Tata 天 )， 
同时 的 


D 我 们 天 为 zx(S?) 是 由 内 射 隐 和 到 mKn); 知 果 民 设 有 奇 挠 系数 ， 自然 这 一 部 分 
的 论证 就 落空 
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和 


POF = ,eons CR" U eet kK") = dotBatyrnta ET ,EFT) 
= hd na Er 一 barz rmtaC BP t+) 

我 们 这 时 月 oi 是 奇数 的 事实 ， 从 面 好 5 1.(0Y, 而 

ht2 nt2( Er +1 一 azCSF y. | 

这 样 mora Kr U et) i K") = 0, 因此 ， 如 果 我 们 把 rssxKn) ， 

表示 作 (oa … am)， 则 mata Kr Ue 1) 由 不 让 生疏 之 oi 出现 南 

获得。 


最 然 我 们 可 以 按 此 一直 进行 5 到 我 们 马 经 附加 月 hlz 十 起 扒 
胞 腔 于 K", 形 碟 Kg? 自得 到 1 . 
: ’ rsta (KET) = (Capt am). (3. 11) 。 

研究 对] 的 附加 于 Kg 十 分 类 似 于 上 面 一 个 葵 赴 ? 示 明 - 
了 0) 同 构 于 | oo 

1 rat KE Uses? +1) 一 fis+2 KE 
以 及 F z . | ! 

' , 2532(0) 一 ho rota ESF1), i 


让 音 z ne 

| hr:r CBR!) 一 x, (KE+) 
是 让 RA+1 导出 2. 由 于 Ga+l 是 偶数 ， 所 以 

hnt2 ratz(E2+ 折 一 hnti ratiCE2!) = : 

因而 orz( 玉 4 对 1 是 阶 2 的 一 个 循环 车 对 于 mt) 的 一 

个 扩张 ， 对 于 其 余 的 (: 一 下 (2 十 1) 维 胞 腔 的 每 一 个 依次 进行 ， 
我 们 得 知 zwrzCK”) 是 一 个 在 〈z 一 &) 个 生成 元 上 的 一 个 自由 模 

”mod?2 对 于 xot2CK81) 的 一 个 扩张 .′ 如果 了 一 (Bp :Bs) 是 

在 (# 一 从 个 生成 元 上 的 自由 模 mod2, 并 目 4 二 xn(K? 二 一 
= (apt "isam)， 于 是 znri(K"*') 是 对 于 的 一 个 扩张 应 藤 
注意 到 ,事实 上 ， zotzCK"H) 是 便 接 和 


1) 其 失 , 我 们 是 用 J.H.C. 熙 股海 特 的 其 区 “On (Yam) and sphere-bundies?， 
Proc. Lond. Mash. Soc. (2), 48. C1949), 243~-291 由 的 定理 8。 


2) 怕人 了 为 Ar(Sh hr) 是 由 内 射 误 和 到 mK 人 ). 


全 T34 es | ‘ 
， > * . ™ 全 I ,7 ， 


SU 中 十: 
十 afa(S7 Uer + + oa)+ “十 本 ) 
而 msa(s? UcptD 是 (Bi 对 于 (ww) 的 一 个 扩张 二 31 te 
我 们 不 去 决定 醒 护 张 的 性 厦 ?, 因 为 在 这 里 我 们 不 需要 它 . 
。， 最 后 ;我 们 计算 Twz(K)， -我 们 必需 研究 在 zoraCK"*') 上 由 
.附加 KK 的 (xn + 2). 蕉 胞 腔 的 影响 . 昌 然 ， 这 会 带 求 一 些 困难 , 因 


为 ,如 立 序 可 以 看 到 的 ， 附加 每 一 个 (2 十 2) 蕉 胞 腔 a i ,=1, 


-zz 一 户 ， 只 十“ 销 挤 了 ”生成 元 capri; 而 且 ， 自然 地 ， Cn 十 2) 条 


2 对 Sp j 二 加 一 开征 1,……,g 的 附加 ,不 影响 Toa), 这 样 我 


他 从 msa(Ke+D 由 " 掉 " 子 蕴 4 而 得 到 T 了 stz(K), 从 而 Totza(K) 之 
”之 B。 另 一 方面 , Hz 是 一 个 自 出 交换 车 ,一 个 有 奇 阶 数 的 李 , 以 及 
是 (一) 个 偶 阶 数 的 循环 葵 的 直接 和 ， 因此 B 二 ,H,. 入 不 址 朋 
/了 定理. 
4. 张 训 肪 法 复合 浇 ， 武 素 鼓 在 他 的 散文 “ ‘Homotopy invari- 
ants and continuous mappings » (Proc. Ray: Soc. A, 202 (1950)， 
253 一 263) 中 ,引进 了 新 的 数值 不 变量 ， 第 二 挠 系数 ， 它们 以 及 杂 
, 数 到 > 十 2， 7 > 2, 有 z( 及 ) 二 0 (1 过 + 之) 的 一 个 有 限 胞 腔 
复合 形 K2 的 具 蒂 (Betti) 数 和 挠 系数 决定 了 天 的 同 伦 弄 : 这 些 第 


二 撕 系 数 可 以 从 天 的 一 个 单纯 齐 分 来 计算 ， 而 使 张 素 鼓 能 够 对 于 


一 个 和 天 有 相同 的 同 佑 型 的 复合 形 来 描述 范式 . 在 这 里 我 们 不 打 ， 


”得 引 进 第 二 挠 肝 数 , 面 只 定义 一 个 法 胞 腑 复合 形 , 


一 个 法 胞 腔 复合 形 由 有 限 椒 数 的 具有 一 个 公共 后 的 初等 复合 
”有 形 租 成 . 张 环 肛 分 初等 复合 形 成 七 类， 但 我 们 将 作 更 进一步 的 分 
类 并 且 把 初等 复合 形 的 二 -个 类 型 列 在 下面 。 : 
”类 型 1 s"。 : z 
类 型 2. Si 四 “ 
类 型 3 St2, 1 
“DD 实际 上 ,如 果 sehr 是 由 一 个 有 介 度 数 6 的 一 个 映 入 附加 子 5 则 当 4 除 不 尽 。 go | 
/ 了 时 ,有 xnta(SsUentg) 二 Z4;4 除 尽 0 时 ,有 TataSrU enn) = Zs + Za, i 
了 事 交 上 ,第 二 找 采 数 可 以 对 于 作坊 的 有 限 复合 形 定 以 四 


i 135° - 


A 


z 类 型 4 4. 5? a Ue, 其 中 et 是 由 一 个 度数 为 24 的 哆 条 附加 到 、 
3 9 > 1 
| 类 型 5. S*Ue”!, 其 中 Ce 是 由 一 个 度数 为 六 的 虹 条 附加 汉 
”,g: > 0， p 是 一 个 奇 素数 .。 
| 类 型 6. YU, 其 中 "是 由 一 个 本 性 瑞 和 Ze 一 8 附 - 
”加 到 SY 
7 EE 类 型 7. srUermUer®, 其 中 Sr Ue 是 类 型 4， SU 是 类 
型 6 。 + 、 ， 


类 型 8. SU en, 其 中 co 是 由 一 个 度数 为 2 的 本 条 附加 


习 | S“ gq’ > 0。 


类型， .5S"ttU e+, 其 中 eat? 是 由 一 人 度数 为 os 的 也 入 办 加- . 


到 SS 58 > 0, 户 是 一 个 奇 索 数 . z 
类 型 10. SAU S?+1U ort” 其 中 oa 由 一 个 映 象 附加 到 Ss"U 
.bb St, 这 一 映 象 在 5 上 是 本 性 的 并 且 在 Satl 上 度数 2 ,gq> 


‘>0. ' 


类 型 11. S*Ue atU Set1 UJ ora 其 中 Ue 是 类 型 4， 而 
Us Ue 是 类 型 10, : 
型 的 一 个 法 复合 形 ， 洛 后 取 它 的 相 度 的 初等 和 全 开 的 Cn ， + 网 
| 众 春 的 直接 和 . 第 一 运算 需要 第 二 撞 系 数 (或 者 , 与 之 等 价 的 ;化 
” 妇 为 范式 的 Y，7 是 同 态 已 sa(2) 一 (Bo)) 而 第 二 运算 可 以 基于 


“下 面 的 表 ， 那里 Kk; 代表 类 型 ; 的 一 个 标准 复合 形 ; ; Zo 是 阶 台 的 


.一 个 净 环 要 ，: . 
和 i=1 2 3 14 5 .6 7 8 9 10 1 


“ti(Ki) 一 2 VA .0 La 0 0 0 AY ‘Lpa’ Zar+1 Zr | 


当然 ， 这 些 结 果 都 是 定理 3. 5 的 特殊 情形 ，xori(K) 这 时 正 是 ， 
生成 的 初 夺 复合 形 的 (xz 十 1) 蕉 同 伦 匡 的 直接 和 的 一 个 事实 需要 
加 以 证 明 , 不 过 究 其 实 是 第 大 章 (4.3) 和 威 股海 特 同 缮 映 象 定理 的 


一 个 容易 的 精 果 ， 一 般 地 放 , 在 对 于 任意 的 + 计算 x(K) 中 , 钥 成 
-的 名 等 复合 形 前 此 人 准 同 伦 天 的 讶 接 和 作为 奏 接 加 项 出 现 于 
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A 


二 


y 一 7， + 2， 当 a 少 39 时 攻关 是 区 当 ,二 3 时 截 项 不 等 于 才 ， 


于 
1 . 


”用 初等 复合 形 , 定理 3.8 立即 可 以 得 出 。 我 们 把 1 ea 


如 下 : 

定理 4.1. 各 果 交 是 一 不 契 数 去 思 十 2， 了 > 3 的 有 限 胞 用 
”复合 形 , 使 得 m(K) 一 0， r 一 工 ， 1 期 。 

ra K) = HarK) tH(K). . 


“发 我 们 从 开始 取 定 于 郊 式 中 ， 于 是 它 只 包含 类 型 3,5,6 和 
7. 的 租 成 的 初等 复合 形 ， 在 这 里 我 们 将 不 再 证 朋 ， 事实 上 ,Antrz(K) : 


”是 它 的 组成 的 初等 复合 形 的 (> 十 2) 维 同 侈 荐 的 直接 和 ， 因 为 狂 


很 定 玉 是 南大 个 类 型 ;的 初等 复合 形 的 让 楼 和 ., = 3;5:6， 
7。 于 是 HstzCK) 是 秩 为 (hk 十 和 目 句 ) 的 自 由 交换 本 而 ;Hs 是 
秩 为 名 的 一 个 日 由 模 mod2, ， 

设 K; 是 类 型 ; 的 初等 复合 形 ， i 1 

”我 们 现在 证明 
(2) CR) 一 0， 

(ii) rota Ke) = 一 = 了， / 

(iii). zs Ky) 一 = Da 十 Zw 


证 . 
. (in 的 证 明 . 我 们 能 够 再 一 次 如 定 还 3. 于 梯 地 洽 征 : 如 果 
: 对 于 Cn 的 附加 映 象 导出 万 :a (Et?) 一 x(5"), 如， 
i hzh1(0) ~ ed rata Ke) - 一 3 
和 厦 且 | 
0) = bss ee), 
现在 


时 


1) 网 定理 4.2。 
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. 是 定理 4.2 的 一 个 直接 粘 果 ， 而 我 们 将 要 求 胜 明 所 陈述 的 说 接 和 
是 同 构 于 Hara(K) + 2H» (K). Pp 加 效 ， 。 


G@ 的 证 由 六 只 只 需 在 (310) 和 (3 11) 入 化 定理 3.4 的 认 


张 ). 


Co 一 re 二 os . 


”如 


`、 hat 7 二 (59 ， 
rn S*) = 一 0 和 Ki) 二 一 ZZ», ” 
i) 的 在 明 。 如 果 对 于 "所 的 附加 映 信 导出 机 
: :x [CR 3 > 人 Se (了 7 )， : . 
3h(0) ~ rasa Ky) 一 ge， “ 
并 且 / / i 


0) - 一 ba rtaC En?). | : 
现在 EE 明了 ， 在 定理 3 遇 的 证 明 过 程 中 ， ms Uo) 包含 
esCS ) 为 它 的 一 个 子 理 且 而 要 昨 多 由 于 

1， 加 hst2rntaE” 一 meta ) 下 
“| sma U er = | 
NH 
0 == 


，' 因 此 mo) 古 Zo 对 于 2 的 一 个 扩张 因此， 是 一 个 平凡 扩 


最 后 ,我们 证 明 一 个 定理 ， 巧 作为 一 个 特殊 情形 ， 确立 了 这 样 | 


的 车 果 ; zatz(K) 就 是 它 的 粗 成 复合 形 的 (> 十 2) 次 同 伦 潮 的 直接 


,和 这 一 定理 以 及 上 面 的 (i) , (让) ;(i) 建立 了 定理 4.1. 
“定理 42。 吉 Kos = 一 划 mm 是 一 个 有 限 用 用 复合 形 使 “ 
-条 Ke 二 ct),， 间 上 县 褒 天 是 K6) 的 件 集 目 -o%，) 证 同 于 一 个 单独 的 | 


顶点 ec， 人 简 若 1 < << 2 二 T, 则 w(K) 一 RD 
设 yi ,ys 是 w 个 戏 式 速 通 的 袜 间 并 且 Y 是 xi(t 一 工 ， 


m) 的 并 集 ， 在 它们 的 每 一 个 上 有 一 个 点 恒 同 . 多 后 所 第 四 吉 定 


理 6.2 论证 中 的 一 个 自然 扩张 ， 我 们 有 - 


Ay) = yD tym) + dittly Xx- ‘xX cy (4.3) “， 


138» 


>? 


| 其 中 (yi) (i = 1,…,m) 是 由 肉身 匠 太 于 太 () 条 2 是 通常 的 - 
， 动 糙 同 态 , 岂 在 这 一 情形 中 是 同 构 的 .如果 我 们 能 够 示 明 。 


HK X。 “*X K(m),K) : = 0， 站 十 芋 二 2z， i 


” 率 时 定理 得 泪 . 


现在 考虑 K@) X……X Km 的 胞 腔 着 分 . 它 由 以 及 六 此 和 . 
数 至 少 为 2z 的 附加 的 胞 腔 租 成 . 设 ) 
TH, Ty Ko Xx 玉 o ;天 


代表 a， 臣 是 ri KX - X Km), K) 的 一 个 任意 常数 . 入 加 


以 抬 Fe 胡 作 胞 腔 erUe: Ue 的 并 和 集 ， 其 中 i = erU er. 


” 据 第 七 章 定理 1.8, 我 们 可 以 把 1|1'+ 变形 , 使 得 +! 油 开 9 全 
映 象 是 胞 腔 式 的 ， 因而 当然 在 整个 的 形变 中 ti 保留 于 中 . 这 ， 


“一 个 形变 可 以 扩张 为 f 的 一 个 形变 ， 六 此 我 们 可 以 在 一 开 姑 就 假 


定 州 六 4 是 胞 膝 式 的 .于 是 我 们 可 以 形变 f 于 一 个 胞 腔 式 映 象 , 保 : 
皖 放 ”加 害 不 变 加 果 是 形变 的 车 果 , 于 是 了 也 仍 代表 e 且 ， 


fT CK x: -Xx Kw) TC(KO Xe x 天 ko) 


因为 十 1 <2n. 不 过 ,由 于 没有 稚 数 是 小 于 2z 前 胞 腔 附 加 于 天 
- 去 形成 Ke x "xX Rm, 从 而 (Ka XxX XK C 六 ， 因此 
FU CK 并且 a 二 0. 这 就 确立 了 定理 , 


定理 4.2 容许 推广 这样 Ki 可 以 由 一 个 前 bn 二 17 个 同 侩 ， 


“ 春 为 辟 的 CW- 复合 形 代替 。 更 普 沁 地 , 妨 果 Kw 是 一 个 CW- 复 合 。 
形 , 虑 的 前 (zw 一 1) 个 同 伦 淹 为 等, 2r 之 2, 信 车 1<s<N+N 一 1， 
”其 中 W,N 是 集合 {h，,… ,nw} 中 的 两 个 最 小 的 数 ?， 旭 x(K) 一 

= 3 x (Kn)): 倘若 我 们 答 天 以 弱 拓 扑 纤 构 ;我们 可 尤 攻 m 二 w 9 。 


了 H.C. 威 腊 海 特 示 明了 ， 如 打 和 是 一 个 弧 式 束 通 的 拓扑 崔 间 ， 


它 的 前 (m 一 1) 个 同 伦 盏 是 雳 ， 人 简 若 TI< 之 和 十 一 1， 则 


i 


XxA(XUS’) = zs(X) + zlS), 


而 定理 可 以 很 快 地 扩张 为 这 本 一 个 证 理 ， 字 由 代 竹 池 以 一 个 前 
”一 1 个 同 伦 兴 为 辟 的 空间 而 得 到 。 : 


+ .DD 当然 ， 我 们 可 以 有 六 一 人 


鱼 nf ， 


. 加 .i i 
a9 


| .2 zs,9=1| Z(24,24) 十 Za Zsa+1+Z(29-1,12) 2 
2 士 22; | ， . 
> 站 时 | 
3 . 0 6 Z(p9,24). Zp4 + Za ? 
6 1. 0 Zw |. 2 : - zatZe | Ze 
7| 0 2Z2 十 Ze | 2024,12)+22 Z2at1 十 Zaq-1,6) 十 Za| ?7 
8 Za Z2 - 244 一 1 Z4, 9' 一 ! 2Z44' 一 1 、 
| zf Zs+2299 > 1 } Zz2 +Z2, 二 
9 | zw 0 0 | 7.0o0 | 0 .| 
10 |2,at1 -22 Zt+2。 Ze。 十 Z6 十 Z2 Zo+Zit Za 
11 Zearil Z,+ 2, Z024,12) 十 | Zoa+1 +Z029—1,6) 各 ? 


十 2 二 Za | ^′ “十 忆 十 Z2 


， J ; — : 


- 


楼 和 ]。。 


4 


[z, 三 阶 " " 的 短 引 汪 ; (s, ) 2 一 7) 《的 最 大 人 了 | 如 吗 党 一 术 , 十指 直 


| | 
[天 有 为 和 的 本 各 由 6， 忆 人 过 训 。 ， 


D 对 于 Nntal K) 的 结果 ， 其 中 点 是 类 型 4 的 和 等 复合 形 ， 当 4 = 三 1 的 畏 果 是 属于 
M. G. 巴 钾 脱 和 G. F. 培 奇 特 的 ; 当 4 > 是 属于 作者 的 。 
J.-P. 色 尔 新 近 群 算 过 rate(S=) 和 xmts(Sz 如下: 
: (3 ) 一 ZI Li = Zs. 7fa(3 ) = 一 Zs 十 La TS = -zu 
TaH(CSz) =0, Hn6 
X17(5) 一 Zs, Aal(S3) 一 Z2, (Ss) = Za + Za, m0(S5) = = 22) 
zra(Se) = Zoo， Tars(S7) 二 0 P22> 7 
这 些 帮 的 生成 元 已 经 知道 ， 
2 下 1/ ” 


"10 .| 


E | . : | i 1: ¢ 
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_ 三 ， 划 - 
: = Ctriangulation): 分 一 个 多 面体 的 点 帮 部 各 形 ; 各 复 祝 一 个 乡 面体 的 
." 单纯 形 的 一 个 选择 ， 73 。 
三 数 租 (twraid), 47. 
三 数 粗 (triple),46, | - | 
万 有 复 盖 穴 关 (universal covering space): No 朋 ， 3 5. 
上 同 测 (cohomology), 73 页 中 注 . ， 
四 四 
四 (open covering): 复 送 一 个 内 间 的 开 集 的 集合 ; 4 9。- 
内 射 (injection); 也 一 个 坚 等 吴 象 导出 的 同 态 ， 62、64， 95.: 
方 体 (cube): ” 蕉 钦 几时 得 空间 的 一 个 子 集 Tn， 和 的 于 点 
”和 成 ; 15。 人 
反 同 构 (onti-isomarphismn): 束 6 到 思 内 的 一 个 江 是 pw) 一 (9 人 的 映 
射 ， ti 、 . 


| 、 iE 交 于 ( orthogonal group), Go;. | , 
| (contractible space) 2 一 人 了 ， 5 和风 同人 于 -个 人 入 


EE 
大 分 配 律 [对 于 同 众 类 的 ) tl left- distributive law [for homotopy classes] ),83,90, 97. 
四 元 数 (quaernions) : 阶 4 的 “个 可 除 人 省， 含有 复数 子 代数 ， 着 且 才 示 作 (在 


实 攻 碟 上 )PtE 陈 (3 4),， (1 3), (To 0), (0? 中 )， 


= Vt 一 1) 为 夫 的 代数 55 
- 四 元 射影 和 卫 (qaternionic projective space),- 56. 


五 


器 


站 


史 第 弗 流 形 Cact manifords) 由 第 交流 形 pa， m 的 元 素 可 以 表示 为 生 4 行 和 


，# 列 的 短 阵 4， 满足 4 三 7 1 是 mw 行 单位 矩阵 ， Zn. 二 于 是 拓扑 化 为 | 


. np 雁 宏 间 的 一 个 子 集 疡 59。 
切 疝 基 加 [在 一 个 n 礁 球 上 的 ] 人 ficld of tangent Vectors : oa an phere]) ), ， 


, 59. 
| 上 北 中 球 aorthema homisphere) : Ea 推 球 . Sm 的 北 什 球 是 (” 十 It ) 炎 空间 中 由 全 
的 碟 ( 竺 rr) 所 组 成 的 于 你 ，3 . | 


| 局 坟 (hemormophism) : 本 6 到 一 人 天 了 内 的 区 时 全 得 pm) -se0j， 


yyEG) 14 及 以 局. 


。 尊 且 里 系 (hmeomophism): 一 人 一 aa 


“这 的 映射 . 
辐 伦 [映射 的 ] (homotopy [ot oniaps] ): < 个 映 篆 度 另 一 个 ， 
同 众 序列 [一 个 地 厅 空间 的 ] (homotopy sequence [of a fibre])» 37 2 后 - 


- 凋 侩 理 (homotopy type), 3, 24. 1» i 


局 伦 逆 ( homotopy inverse)，.3。 


后 伦 类 (homotopy classes} - . 同 伦 映 象 的 染 ，2 2, z 和 | ~» 


. 站 同 伦 等 价 (homiotopy cq¥ivalence), 3， 112， 118. ，， | 


' 


.后 伦 扩 张 定 到 (homotopy. extension theorem), 22， 3162 . 四 i 


, 何 伦 要 ( homotopy groups) ， 4 及 以 后 . 
。 风 作 天 [六 对 的 ] (homotopy groups Frelativite]); 17 。 


县 [ 秀 对 的 j (homotopy groups [absolutel), 9 9. 1 
| - 入 (homology boundary ) : 一 个 复合 形 的 ” 茜 链 用 到 (z - 一 1 机 
“”， “， 的 标准 同 态 ,在 本 书 中 答 以 记号 6, 26, 四 
,| 合 请 序列 (homology sequences ), 37。 


筒 油 系 [ 一 个 42- 多 面体 的 ] (homeology system ， [et an ny A2polyhedrdn] ) 126 
7 “和 痢 再 腔 (homology group): 六 链 mod 边 称 全 的 区 ; 单 能 辣 油 哆 在 本 书 中 用 到 
过 MB 连 绪 同调 验 更 为 有 用 ) 4 本 、 
”向 粹 映 得 定理 《 suspension theorems), .84， 87. 
导出 的 同 态 (induced homomorphism) - 由 -一 个 映 象 和 一 > 了 导出 的 (例如 , 同 
， 伦 对 的 ) 一 个 同 态 . _ 同 信 尘 的 亲 杰 在 本 这 中 常 写 作 了 三; 深 _ 符 号 当 需要 、 
。 强 遇 礁 数 时 应 加 上 下 标 "，16. 


加 二 145 。 ,和 


业 


” 葛 杆 礁 空 间 (predofibre epeee): 一 个 空 隐 具有 一 个 帮 在 衬 邮 的 有 效 性 质 ， 
66. ”7 | 
弗 洛 组 特 尔 同 律 喘 银 (Preudenthal suspension) : “ 影 胀 ' 一 个 映 篆 Sr 一 wy Srl ， 
大 一 个 映 象 57 一 57， 79. 1 

| 陋 包 有 限 (closure finite), 101. 
”交错 模 (crossed module)，41. 
- 自然 同 态 [对 于 同调 芝 的 ] (aatural oem [to pomology el), 轩 
32, 40,.107, : 

多 面体 (polyhedron) : 复 潜 一 个 复合 形 的 点 入 ， 32, 33。 
人 4- 多 面体 (43 -polyhedron), 120 页 注 . 


收 着 楼 (retract): 包含 在 了 中 的 3 四 作 迄 的 一 个 收入 ,如果 有 -个 俱 极 。 可 


映 象 攻 保 述 收 熔 ， fiY ~ Yo, 满足 1(y) 二 y, y EY0，12,，656. : 
收 荐 映 笋 (shriakihg” map) ;一 个 映 销 , 安 “ 收 荐 或“ 压 挤 ” 一 个 崇 并 成 一 个 
点 ，81。 i | 


t 划 
形变 (deformaiion): 通 管 是 全 等 耽 角 的 一 个 辣 人， 1, 27. 


形变 收 荐 (7 etraction) ; ; 蝎 收 其 檬 . 
形变 收缩 极 《 defornsation retract) : 空间 Y 的 一 个 子 空间 Yo 有 这 样 的 性 


让 


” 质 : 存在 一 个 形变 Pr 一 Y0 县 Po 一 恒 等 映 辣 ， pry) FY yeyo， pPY=Yp， .: 


12， 114 . 
投射 [ss 关 在 底 空间 上 的 ] (projection [of space on base space]), 49, 3 
投射 [ 罕 且 在 收 纺 极 上 的 ] (projection [of space: on retract]), 12; 43, | 
投射 同 沪 (Projection bomomorphigm): 由 一 个 收入 柜上 的 一 个 投射 导出 的 - 
轩 一 个 同 态 ;)43。 : 
着 列 厅 交 同 构 定理 (Hurewicz isomorphism theorem), 31, 35 页 注 ，108. 


项 尔 伯 特 空间 (Hilbert space): .实数 序列 (ri 。 ta。 …) 的 空间 使 得 2 | 


政策; (zl 。， xs) .和 (7 。 “ 。， yn) 的 距离 是 VE (zw 一 ys) 了 5 


， 局 部 连通 (locally connected): 一 个 符 并 使 得 ， 当 千 定 任 考 的 点 和 久 坡 U vl(p) . - : 
”时 ; 有 一 个 邻 域 V(p) 包含 在 U(p) 中 ， 使 得 V(p) 中 的 任 党 两 个 点 可 以 


在 U(p) 相 束 接 ， 105。 兴 
局 部 单 连通 (locally mply-connected): 一 个 2 当 失 宪 训 罗 版 和 


46， . | i - i 


和 ee . - i 。 - 
和 2 r -ee 


\ 


邻 域 0(p) 时 ， 浴 在 一 个 邻 域 Vv(p), 包含 在 vl(p) 中 ,使 得 Vp) 中 的 作 富 
.好 米 在 DV(p) 中 可 以 糖 成 一 点 ， 105 


vr 


紧 致 的 ， 68. 四 四 | | 1 。 
Ei 出 伦 定理 [对 于 村 雁 空 沽 的 ] (litting homotopy theorem [for fibre-space] ) ; 
: 32。 , 5 ， 4 | . 
环 黎 数 (linking number),, 74, 四 


运算 子 (operator): 我 们 谣 敬 运算 于 茹 < 6 :4 上， + 如 刘 了 的 一 个 到 G 的 寥 ， 


同 坊 全 的 闻 态 ) 12， 24， 


运算 同 术 (opeiator homomorphism) : -个 又 c 的 一 个 同 态 由 :G 一 用, 在 G 上 
地 把 它 运算 入 全 书 在 H 上 7 是 它 的 算 子 潜 ， ;使 得 与 9 的 运算 子 是 交 


-” 换 的 ， 3 全 


| 初 符 复 合 形 Celementary complex ), 135. 


和 等 复合 形 的 同 伦 杨 (homotopy ， groups of - clementary coraplexes); 140. 

非 未 质 映 银 (inessential map) : 同 伦 于 一 个 常 值 的 映 繁 ， 27. 

定向 [ 球 ,元 体 等 等 的 ] {orientation [of spheres, elements, tc) 选择 Hx (5") > 
REp (Be) 的 一 从 生成 元 以 定向 球 3", 元 体 Rn 30. 


局 都 紧 至 locally Compact): 一 个 空间 使 得 每 一 个 扣 有 一 个 名 续 的 了 包 是 


富山 类 [一 个 同 胚 映 繁 SP 一 > SFA, Ey, Er 一 E4, Es? 的 ] (oricatation-clins [of : 


看 homomorphism SF— 53， 到 ,站 EE]): 一 个 局 胚 映 委 S8 一 33 是 


在 正 ( 负 ) 定 向 类 中 ， 如 果 它 变 澳 1。( 玉 ) 的 正 生成 元 到 名 (3) 的 正 ( 负 ) 


生成 元 ，11，29. 


| 实现 (realizability ), 111. 3 ， | 1 
实 射 影 空 雯 (real projective ,Sjace), 和 56. 四 0 
法 复合 形 (normal coinplex)，135. | | i . 
和 [ 映 稼 的 ] (am [of mop 5 

单 式 的 (simple)、 一 个 空间 是 2 单 式 的 ， 如果 它 的 基本 下 在 2 二 从 村 上 的 


作用 是 平凡 和 的， 15， 24 | 


.着 位 区 关 (anit interval) ; 请 钱 圭 点 0 < < 1 的 集合 ,1. 


nn . 


. 单 秀 映 篆 (simplical map), 265，73。 


DE Te 


单 各 形 (simplex) ， 一 个 = 条 单 秀 形 ， 或 x- 单纯 形 ， 是 > 藉 玖 儿 里 得 空间 中 


. (n+ 1) 个 线性 无 关 的 点 的 止 复 半 王 ，26。 


2147 ， 


- . 


音 盘 复合 形 (simplical complex); 一生 人， 提交 一 个 . 


.拓扑 空间 ， 26。， 


; 单 秀 渔 近 证 理 ( simplical approximation iheorem) ， 26. 


单 右 通 的 (simplical-connected ) : 一 个 空间 它 的 基本 全 是 夫 ， 朗 它 所 有 
是 等 俭 的 ， J15，70，107。. 


' - 低空 闻 [ 在 一 个 寺 败 空 间 中 的 ]， (base space i a aa)， 49。 
. : ， 为 划 - 四 、 站 。 
相交 数 [在 一 个 流 形 中 的 ] (intersection ‘number [Lin a maniford] )» 74. 


南 侍 球 {Southetn hemispherc) : # 淮 球 5” 的 南 中 球 是 (a + 1) iy 适合 z 


于 ZZx? 二 14 Xn+1 苇 0 的 点 (xl : -zafl) 粗 成 的 子 集 、9 
、 恒 等 映 篆 (identity map) : 映 银 天 Yo 一 Y， 其 中 冯 是 了 的 一 个 于 空间 ， 由 


z 1(y) 二 yye Yo 葵 定 ; 自然 ， Ye 可 以 是 整个 的 Y， 19 . 


映射 柱 (mapping cylinder): f:X—Y 的 映射 桔 z 是 一 个 含有 得 有 和 Y 有 相 


同 同 伦 型 的 空间 ,使 得 f 可 以 由 是 等 映 得 和 一 Z “ 蕉 换 "， 


”，. 了 映射 绊 隔 (mapping space) : 适当 拓扑 化 了 的 ， 映 象 和 yA, 68, 
，” 摧 象 (map) :. 一 个 空间 到 另 一 个 空间 的 乏 牙 变换 ， 1 映射 (mapping), 音信 


， 不 一 定 如 番 ，》9。 
许 数 (degree); 如 果 天 和 工 是 定向 了 的 契 复 合 形 ， 它 的 > 蕉 辣 绸 萤 避 无 了 
- 香 环 的 ( 序 定向 芒 形 ) 有 正 生 成 元 加 ， 于 是 一 个 链 映 身 9: 玉 一 三 的 麻 
数 由 pu 二 dv 条 出 ， 27 。 ” 


复合 形 (complex)， 网 胞 腔 复 合 形 ， 单 娘 复合 形 > ow- 复合 霄 . 


GW- 复合 形 (CW-complex), 一 个 有 5 折 逢 续 析 的 了 包 有 限 复 全， 101. 
J 1 ,复合 形 (7 m—Complex), 106. 


复 射 影 空间 (complex projective space), 54, 56s 112. 、 加 

. 示 厅 (fibre)， 49. .， 四 ， | 1 

于 条 从 (lipre boundle),. 49 襄 汪 i 
硅 杂 空间 (fibre-space), 49 . 

-好 锥 映 象 (fibre-map), 49. | 

”她 用 (eell) : 球体 内 部 的 同 胚 象 ，57，101 

- 胞 往 式 同 从 (cellular homotopy), 105. 

. 典 因 式 映 象 - (celiular map)， 104. 

瑰 由 式 源 近 定 下 Geellolar approximation oeorem), 3 104. 


“ 1 ， 4 、 可 ， 。 be 
i 148， 二 ~ | 、 . 
， - ， 四 ， 


二 


”胸腔 复合 形 (cll-complex) : 豪 斯 道夫 空 亲 分 成 为 胞 腑 ，100 及 以 后 。 


i 十 起 


威 蛤 海 特 正 合 序列 (Whitehead exact sequences), 111: 
万 腊 海 特 积 (Whitehead product), 78， 36、89.… 
要 (Kerncl) : 一 个 村 c 的 这 样 的 正规 子 蕉 它 由 一 个 同 大 ps 6G 一 及 的 映射 . 
到 如 中 心 的 所 有 元 素 组 成 ，37. 
“多 蚀 (ioop) : 人 岗 点 相 重合 的 路 程 ，13， 
积 空间 (product space): X 和 Y 的 (拓扑 ) 积 是 由 所 有 的 偶 (zy rEX,Y 6eY 
超 成 的 空间 X x Y。 邻 城 的 一 个 大 是 由 x 和 的 邻 城 的 基 作 成 ，， 1 
14。 ， 
浸润 集合 (saturated set), 113. ”i 
弧 式 连通 的 (arewise-connectod) : 突 关 x 的 这 桩 的 狂风， 和 窒 定 roeX yat | 
”使得 1(0) 二 f(D) 一 ny 1。 | 
”特征 映 象 (characteristic map): 一 个 ( 圣明 的 ) 亲王 上 的 哆 入 ， 它 的 多 是 一 个 个 


A . 


” 胞 腔 的 瑚 包 ， 59。 . | 
i 特征 类 [ 球 上 的 一 个 十 厅 空 间 的 ] (daneriais class、 “be a fibre .space over 
a sphere | ), 59. | | 
` 呢 据 扑 ( 炎 构 ) (weak topology), 101 113。 oo i 
， = a | ~ | 国 


十 一 刘 
者 究 宁 网 (Masscy homology spectrum), 105. 


如 粮 同调 哈 (siagular homology): 一 个 空间 Y 的 同谋 论 ， 在 其 中 一 个 速生 的 ， 
i " 直 尖 种 形 是 由 一 个 标 八 ， " 梯 单 久 形 和 一 个 映 象 大 or 一 了 ” 址 成 的 候 ， 


4 4- z 
_ 基本 并 鲁 landsimentd ， cycle /9 一 个 定向 截流 形 的 大 而 站 人 成 | 
元 ， 27，33。 


球面 (sphere) : * 共 球 ( 面 ) se 0) ; 是 (> 十 .1) 椎 空间 的 适合 于 Zx} =1 

的 点 (zt “tn+1) 的， (a + 1) 维 球 体 是 迁 合 于 24< 工 的 : 

- 片 《zy - Xa41) 的 集合 

常 储 映 象 (constant map) : 避风 上 的 -个 委 症 个 点 的 怕人， 7 2 
第 一 边 季 (oocondary | boundary) ， 111, 124 姓 。 

人 + 9 


1 


十 二 时 
竺 伦 的 (null-homotopic) : 一 个 肖 朋 相对 于 基 训 可 以 入 志 一 点， 13. 


了 


. ， ' “ 
十 三 划 


”所 利 数 (Cayfey nimber): 一 个 阶 8 的 非 烙 合 可 除 代 激 ; 它 入 有 四 苑 了 代数 ， 


”并 且 它 的 元 案 中 的 任意 两 个 生成 一 个 结合 子 代数， 37. 


i 十 四 出 
时 建 在 方 体 上 (contcntration < on cubes), 6， 17. 
到 建 在 胞 腔 上 (concentration on cells)，17. 


” 罕 斯 道夫 和 窒 间 (Hausdorff Space) : 一 个 空间 使 得 不 同 的 上 有 不 相 同 的 名 坊 ， 
1, 106, . 
路 程 (path ) : 单位 区 间 到 一个 宅 间 内 的 一 个 映 得 ，1 12。 
和 料 元 体 《>~celcment) :2 共 球 体 的 同 胚 象 ， 3, .9, 
好 容 后 伦 弄 (2~homotopy type): ` 同 伦 型 的 推广 ， 105。 i 
“了 蕉 型 (n-type) : 同 伦 型 的 推广 ,106。 
(x-inverse): 同 伦 逆 的 推广 ，106， ， 汪汪 
z # 厅 等 价 (2-equivalence). 同 伦 等 价 的 推广 ，108，117。 
改 同 调 《spectral boinology) : 105 注 。 


\ 


+ 起 


模 mod 2 (mod 2 medule): 狂 余 mod 2 城 上 的 向 量 空间 ，131. 

堆 画 [一 个 新 厅 空 闫 的] (cross-section Eot a fibring]) : 一 个 由 底 宅 间 到 款 灯 - 
. 窑 闻 的 喘 象 ， 映 每 一 个 点 到 在 它 上 面 的 点 ， 50， 59. 

” 截 项 (cross-term),137. 了 i 

紧 玛 的 开拓 入 Cooppec, open topology) ,68. / 


| 十 六 起 
人 黎 下 夫 不 变量 (Hopf invariant) : 喘 锭 se 全 3 的 闫 的 -个 数 入 不 变量 ， 
73, 
EE 不 本 [广义 的 (Hopt invariant pcieratiaed]), 丢 夫 不 变量 ， 当 作 


多 


150 / 


曙 
ee en 
: A 和 


- 人 兴 (rotund complen), 126. 


为 一 个 适当 的 同志 推广 到 喘 篆 Sr Sa， 78， 95. 


翟 上 夫 映 和 (Hopf map) : 一 个 改 + 夫 竺 准 化 的 投射 32o1 一 S*，55，57. 
营 上 夫 半 灯 化 《Hopf fibrings) : 把 S21 填 灯 化 ， 底 实 关 为 Sn 了 条 为 Sn—] z 


(n= 2,4, 6,8) ，54。 


二 七 划 - 


” 


十 玉 划 四 
链 映 射 (Chainrmappina) 一 个 复合 形 X 的 鳞 到 一 个 复合 形 二 的 链 的 保持 检 
数 的 辣 态 , 它 可 以 与 边 焰 运 算 交 换 ， 26.。 


Binhingvng, 总 洛 组 斯 尔 关于 同和 吹 条 原来 的 木鱼 ， 84 诗 。 
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